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A m ol e c ul a r d y n a mi cs st u d y o n t r a nsi e nt n o n- N e wt o ni a n 

M H D C ass o n fl ui d fl o w dis p e rsi o n o v e r a r a di ati v e 

v e rti c al c yli n d e r wit h e nt r o p y h e at g e n e r ati o n 

G. J a n ar d h a n a R e d d y 1,  *, B h as k err e d d y K et hir e d d y 1 , M a h es h K u m ar1  a n d

M o h a m m a d M ai n ul H o q u e 2, * 

1 D e p art m e nt of M at h e m ati cs, C e ntr al U ni v ersit y of K ar n at a k a, K al a b ur a gi, I n di a- 5 8 5 3 1 1 

2 Dis ci pli n e of C h e mi c al E n gi n e eri n g, U ni v ersit y of N e w c astl e, C all a g h a n, N S W 2 3 0 8, 

A ustr ali a 

A bst r a ct: 

I n t h e pr es e nt r es e ar c h arti cl e, t h e tr a nsi e nt r a di ati v e fr e e c o n v e cti v e h y dr o m a g n eti c 

C ass o n fl ui d fl o w p ast a v erti c al c yli n d er wit h e ntr o p y h e at g e n er ati o n is a n al ys e d n u m eri c all y. 

T h e m at h e m ati c al m o d el of t his pr o bl e m is c o nstit ut e d b y hi g hl y ti m e- d e p e n d e nt n o n-li n e ar 

c o u pl e d e q u ati o ns a n d t h e y ar e r es ol v e d b y a n effi ci e nt u n c o n diti o n all y st a bl e i m pli cit s c h e m e. 

T h e ti m e hist ori es of a v er a g e v al u es of m o m e nt u m a n d h e at tr a ns p ort c o effi ci e nts, e ntr o p y 

g e n er ati o n a n d B ej a n n u m b er, as w ell as t h e st e a d y-st at e fl o w v ari a bl es ar e dis c uss e d f or 

s e v er al v al u es of n o n- di m e nsi o n al p ar a m et ers arisi n g i n t h e fl o w e q u ati o ns. T h e r es ults i n di c at e 

t h at e ntr o p y g e n er ati o n  p ar a m et er a n d B ej a n n u m b er u ps ur g es wit h risi n g v al u es of C ass o n 

fl ui d p ar a m et er, vis c o us dissi p ati o n p ar a m et er, gr o u p p ar a m et er a n d Gr as h of n u m b er, w h er e as 

t h e r e v ers e tr e n d is o bs er v e d f or r a di ati o n a n d m a g n eti c p ar a m et ers. Als o, it is vi e w e d t h at t h e 

v ari ati o n of e ntr o p y a n d B ej a n li n es o c c ur i n t h e pr o xi mit y of t h e h ot c yli n dri c al w all o nl y. 

Fi n all y, a c o m p aris o n b et w e e n t h e C ass o n a n d N e wt o ni a n fl ui d is m a d e b as e d o n t h e o bt ai n e d 

n u m eri c al r es ults of t h e pr es e nt st u d y a n d t his h as i m p ort a nt i m pli c ati o ns i n i n d ustri al t h er m al 

m at eri als pr o c essi n g o p er ati o ns. 

K e y w o r ds:  C ass o n fl ui d; e ntr o p y g e n er ati o n;  M H D; v erti c al c yli n d er; t h er m al r a di ati o n; fi nit e 

diff er e n c e m et h o d. 

* C orr es p o n di n g a ut h or s E m ail s:  gjr @ c u k. a c.i n , m o h a m m a d m ai n ul. h o q u e @ u o n. e d u. a u
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1. I nt r o d u cti o n

A fl o w of vis c o us fl ui ds s u bj e ct e d t o t h e u nst e a d y n at ur al c o n v e cti o n o v er a c yli n d er

h as a  br o a d r a n g e of a p pli c ati o ns s u c h as s ol ar e n er g y c oll e ct ors,  el e ctr o m a g n eti cs, 

tr a nsf or m ers, n u cl e ar r e a ct ors, wi n d e n er g y, el e ctri c al h e at ers, o c e a n o gr a p h y, g e o m e c h a ni cs 

et c. O n e s u c h i m p ort a nt m at h e m ati c al m o d el of fr e e c o n v e cti v e fl ui d fl o w p ast a u nif or ml y 

h e at e d v erti c al c yli n d er w as a n al y z e d b y S p arr o w a n d Gr e g g [ 1]. L e e et al. [ 2] st u di e d t h e 

si mil ar pr o bl e m wit h p o w er-l a w v ari ati o n al o n g t h e t hi n v erti c a l c yli n d er. S u c h st u di es o n 

r h e ol o gi c al fl ui ds ar e e n vi a bl e f or t h eir gr o wi n g i m p ort a n c e i n t h e s ci e n c e a n d e n gi n e eri n g. 

B ut a v er y f e w n o n- N e wt o ni a n fl ui d fl o w pr o bl e ms i n fl ui d m e c h a ni cs r e c ei v e d att e nti o n, 

b e c a us e of t h eir u ni q u e c h all e n g e t o e n gi n e ers, p h ysi cists, a n d m at h e m ati ci a ns. R a ni a n d R e d d y 

[ 3] e x a mi n e d t h e ti m e- d e p e n d e nt fr e e c o n v e cti o n fl o w of t h e n o n- N e wt o ni a n fl ui d p ast a 

c yli n d er wit h D uf o ur a n d S or et eff e cts. R e c e ntl y, Hirs c h h or n et al. [ 4] i n v esti g at e d t h e n o n-

N e wt o ni a n m a g n et o h y dr o d y n a mi c ( M H D) fl o w p ast a pl at e wit h sli p b o u n d ar y c o n diti o ns.        

H o n e y, j ell y, c o n c e ntr at e d fr uit j ui c es, s o u p, h u m a n bl o o d, t o m at o s a u c e, et c. i n t h e 

cl assifi c ati o n of p ol ar fl ui d t h e ori es ar e u n d er t h e c at e g or y of C ass o n fl ui d, a n d t his fl ui d fits 

t h e r h e ol o gi c al d at a b ett er t h a n t h e t y pi c al vis c o el asti c m o d els of m a n y m at eri als. T his fl ui d 

d efi n es as a s h e ar t hi n ni n g li q ui d w hi c h is ass u m e d t o h a v e a n i nfi nit e vis c osit y at z er o r at e of 

s h e ar, a yi el d str ess b el o w w hi c h n o fl o w o c c urs a n d z er o vis c osit y at a n i nfi nit e r at e of s h e ar 

[ 5]. S o m e r es e ar c h ers [6 - 7] st u di e d t h e pr o bl e m f or C ass o n fl ui d fl o w wit h h e at tr a nsf er p ast a 

str et c hi n g s urf a c e/s h e et u n d er diff er e nt c o n diti o ns. Ti m e- d e p e n d e nt C ass o n fl ui d o v er a c o n e 

a n d pl at e u n d er t h e eff e cts of c h e mi c al r e a cti o n a n d r a di ati o n is st u di e d b y M yt hili a n d Si v ar aj 

[ 8]. D as et al. [ 9] st u di e d t h e ti m e- d e p e n d e nt M H D C ass o n fl ui d fl o w o v er a pl at e wit h 

c h e mi c al r e a cti o n a n d r a di ati o n. A n M H D fl o w of C ass o n fl ui d o v er a s h e et w as i n v esti g at e d 

a n al yti c all y b y N a d e e m et al. [ 1 0]. I n r e c e nt ti m es, R aj u et al. [ 1 1] a n al y z e d t h e n at ur al 

c o n v e cti v e h e at tr a nsf er a n al ysis of M H D u nst e a d y C arr e a u n a n ofl ui d o v er a c o n e p a c k e d wit h 
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all o y n a n o p arti cl es. 

Als o, t h e l a ws of t h er m o d y n a mi cs a n d N e wt o n's 2 n d l a w of m oti o n ar e t h e b asi c 

pri n ci pl es o n w hi c h all t h e fl o w a n d h e at tr a nsf er s yst e ms d e v el o p e d t o d a y. First l a w of 

t h er m o d y n a mi cs pr o vi d es i nf or m ati o n a b o ut t h e e n er g y of t h e s yst e m q u a ntit ati v el y. O n t h e 

ot h er h a n d, t h e t h er m o d y n a mi cs s e c o n d l a w s a ys t h at e ntir e a ct u alit y pr o c ess es ar e 

irr etri e v a bl e a n d it is a us ef ul t o ol t o e x a mi n e t h e e ntr o p y g e n er ati o n t o ass ess t h e 

irr e v ersi bilit y i n t h e s yst e m. E ntr o p y pr o d u cti o n d et er mi n es t h e irr e v ersi bilit y r el at e d t o t h e 

n at ur al pr o c ess es s u c h as a c o u nt er fl o w h e at e x c h a n g er f or g as t o g as a p pli c ati o ns [ 1 2]. 

C urr e ntl y, e ntr o p y a n al ys es ar e us e d as a p o w erf ul t o ol f or t h e d et er mi n ati o n of w hi c h 

pr o c e d ur e, s yst e m or i nst all ati o ns ar e m or e eff e ct u al, a n d it h as b e e n t h e s u bj e ct of v ari o us 

i nt er ests i n s e v er al ar e as c o m p ar a bl e t o t ur b o m a c hi n er y, p or o us m e di a, el e ctri c c o oli n g, h e at 

tr a nsf erri n g d e vi c es, a n d c o m b usti o ns. F e w r e c e nt a p pli c ati o ns o v er e ntr o p y g e n er ati o n ar e 

ps e u d o- o pti mi z ati o n d esi g n pr o c ess i n s ol ar h e at e x c h a n g ers [ 1 3], mi ni mi zi n g l ost a v ail a bl e 

w or k d uri n g h e at tr a nsf er pr o c ess es [ 1 4] a n d m ulti p h as e fl o ws [ 1 5]. T h e f or e m ost of t h e 

e n er g y-r el at e d a p pli c ati o ns, f or e x a m pl e, c o oli n g of m o d er n el e ctr o ni c s yst e ms, s ol ar e n er g y 

c oll e ct ors, a n d h e at e n er g y s yst e ms r el y o n e ntr o p y g e n er ati o n.  N u m er o us st u di es [ 1 6- 1 8] 

w er e c arri e d o ut u p o n e ntr o p y g e n er ati o n wit h s e v er al fl o w f or m ati o ns. S e v er al r es e ar c h ers 

st u di e d t h e e ntr o p y g e n er ati o n c o n c e pt r el at e d t o t h e h e at tr a nsf er pr o bl e m f or diff er e nt 

g e o m etri es, p arti c ul arl y o n t h e c yli n d er. O mi d M a hi a n et al. [ 1 9] e x a mi n e d t h e e ntr o p y 

a n al ysis b et w e e n t w o v erti c al c yli n d ers wit h diff er e nt c o n diti o ns i n t h e pr es e n c e of 

M H D. Als o, st u di es o n e ntr o p y g e n er ati o n p ast a str et c hi n g c yli n d er c a n b e f o u n d i n 

[ 2 0- 2 2]. B ass a m A b u- Hijl e h et al. [ 2 3- 2 5] a n al ys e d t h e e ntr o p y h e at g e n er ati o n o v er a 

h ori z o nt al c yli n d er. F e w st u di es pr es e nt i n t h e lit er at ur e o n t h er m o d y n a mi c a n al ysis of fl ui d 

fl o w b et w e e n r ot ati n g c yli n d ers [ 2 6- 2 8]. R e c e ntl y, Ji a Qi n g et al. [ 2 9] i n v esti g at e d t h e 

e ntr o p y g e n er ati o n o n M H D C ass o n fl ui d fl o w o v er a p or o us s urf a c e. I n a d diti o n, t h e y 

h a v e r e v e al e d t h e eff e ct of e ntr o p y g e n er ati o n o n n a n ofl ui d. 
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Als o, t h e M H D fl ui d fl o w wit h t h er m al r a di ati o n eff e ct is a n i m p ort a nt st u d y i n fl ui d 

d y n a mi cs d u e t o its wi d es pr e a d a p pli c ati o ns i n c o m b usti o n, gl ass pr o d u cti o n, f ur n a c e d esi g n, 

t h e d esi g n of hi g h t e m p er at ur e g as c o ol e d n u cl e ar r e a ct ors, n u cl e ar r e a ct or s af et y, fl ui di z e d b e d 

h e at e x c h a n g er, fir e s pr e a ds, a d v a n c e d e n er g y c o n v ersi o n d e vi c es s u c h as o p e n c y cl e c o al a n d 

n at ur al g as fir e d M H D, s ol ar f a ns, s ol ar c oll e ct ors, n at ur al c o n v e cti o n i n c a viti es, t ur bi d w at er 

b o di es, p h ot o c h e mi c al r e a ct ors a n d m a n y ot h ers. T o k n o w t his p h e n o m e n o n, it is ess e nti al t o 

st u d y t h e b e h a vi or of fl o w pr ofil es wit h M H D a n d t h er m al r a di ati o n eff e cts. F e w r ef er e n c es 

r el at e d t o t h e M H D a n d/ or t h er m al r a di ati v e fl o ws ar e list e d h er e. Sri ni v as et al. [ 3 0] 

i n v esti g at e d t h e m a g n eti z e d n o n- N e wt o ni a n fl ui d fl o w b et w e e n t w o v erti c al r ot ati n g c yli n d ers. 

T h e y s h o w t h at t h e e xt er n al m a g n eti c fi el d f or c e e n h a n c es t h e e ntr o p y g e n er ati o n r at e. Als o, 

e ntr o p y a n al ysis of M H D fl o ws d u e t o c yli n d er g e o m etr y c a n b e f o u n d i n [ 3 1- 3 2].  A n 

i nt er esti n g a p pli c ati o n w as st u di e d b y R a m a n a M urt h y a n d Sri ni v as [ 3 3] f or t h e fl o w of t w o 

i m mis ci bl e mi cr o p ol ar fl ui ds wit h t h er m al r a di ati o n eff e cts. Als o, t h e a n al ysis of e ntr o p y 

g e n er ati o n h as b e e n a d dr ess e d i n t h eir st u d y. F or b ot h M H D a n d r a di ati o n eff e cts G uill er m o 

I b á ñ e z et al.  [ 3 4] st u di e d t h e e ntr o p y a n al ysis f or a n a n ofl ui d i n a p or o us mi cr o c h a n n el. 

Si mil arl y, a C ass o n fl ui d fl o w wit h M H D a n d/ or r a di ati o n eff e cts f or diff er e nt g e o m etri es is 

gi v e n i n [ 3 5- 3 6]. R e c e ntl y, A h m e d [ 37] st u di e d t h e h e at a n d m ass tr a nsf er c h ar a ct eristi cs i n 

pr es e n c e of r a di ati o n f or a M H D fl ui d fl o w p ast a v erti c al p or o us pl at e. H e als o pr o vi d e d t h e 

a n al yti c al s ol uti o ns f or t h e fl o w-fi el d e q u ati o ns usi n g tr a nsf or m ati o n t e c h ni q u es. F urt h er, t h e 

r a di ati v e c o n v e cti o n fl o w a n al ysis of C ass o n fl ui d is s h o w n i n [ 3 8]. 

B as e d o n t h e lit er at ur e s ur v e y, it c a n b e o bs er v e d t h at v er y s c a nt att e nti o n h as b e e n p ai d 

t o t h e tr a nsi e nt h y dr o m a g n eti c C ass o n fl ui d fl o w p ast a r a di ati v e v erti c al c yli n d er wit h e ntr o p y 

h e at g e n er ati o n. H e n c e, t h e s p e cifi c ai m of t h e pr es e nt st u d y is t o i n v esti g at e t h e s e c o n d l a w of 

t h er m o d y n a mi c f or a C ass o n fl ui d fl o w o v er a u nif or ml y h e at e d v erti c al c yli n d er wit h t h er m al 

r a di ati o n a n d M H D eff e cts a cr oss t h e b o u n d ar y l a y er r e gi o n. A t e m p er at ur e at t h e w all is t a k e n 
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t o b e gr e at er t h a n t h at of s urr o u n di n g fl ui d t e m p er at ur e. T h e tr a nsit or y eff e cts of t h e 

h y dr o m a g n eti c C ass o n fl ui d fl o w wit h r a di ati v e e ntr o p y h e at g e n er ati o n  is st u di e d f or t h e 

m o m e nt u m a n d h e at tr a n s p ort c o effi ci e nt s f or diff er e nt c o ntr ol p ar a m et ers a n d c o m p ar e d wit h 

t h e N e wt o ni a n fl ui d fl o w. T h e r es ult s o bt ai n e d b y i m pli cit fi nit e diff er e n c e m et h o d ar e 

c orr o b or at e d wit h t h e a v ail a bl e e xisti n g r es ult s i n t h e lit er at ur e.  

T h e or g a ni z ati o n of t hi s r es e ar c h arti cl e is arr a n g e d i n t h e f oll o wi n g w a ys: S e cti o n 2 

d e als wit h t h e m at h e m ati c al f or m ul ati o n a n d it s n o n- di m e nsi o n ali z ati o n f or a C ass o n fl ui d fl o w 

o v er a s e mi-i nfi nit e v erti c al c yli n d er wit h t h er m al r a di ati o n a n d M H D eff e cts. Als o, a v er a g e 

m o m e nt u m a n d h e at tr a n s p ort c o effi ci e nts, e ntr o p y h e at g e n er ati o n a n d B ej a n n u m b er d et ails 

ar e gi v e n. S e cti o n 3 d e alt wit h t h e gri d g e n er ati o n a n d n u m eri c al m et h o d t o s ol v e t h e fl o w-

fi el d e q u ati o ns. I n t h e r es ult s a n d dis c ussi o n s e cti o n 4, t h e tr a nsi e nt t w o- di m e nsi o n al fl o w-fi el d 

pr ofil es, a v er a g e w all a n d h e at tr a nsf er r at es ar e a n al ys e d  i n a d diti o n t o e ntr o p y h e at g e n er ati o n 

a n al ysis a n d B ej a n n u m b er . Als o, t h e c o m p aris o n b et w e e n t h e fl o w d u e t o t h e C ass o n a n d 

N e wt o ni a n fl ui ds ar e s h o w n  a n d a n al ys e d . Fi n all y, t h e c o n cl u di n g r e m ar ks ar e m a d e i n S e cti o n 

5 . 

2 .  M at h e m ati c al m o d elli n g

Tr a nsi e nt t w o- di m e nsi o n al l a mi n ar b u o y a n c y dri v e n C ass o n fl ui d fl o w p ast a r adi ati v e

v erti c al c yli n d er o f r a di u s 𝑟 0  wit h tr a ns v ers el y a p pli e d m a g n eti c fi el d 𝐵 0  as s h o w n i n Fi g. 1.  

T h e  r e ct a n g ul ar c o or di n at e s yst e m is c h os e n w h er ei n t h e a xi al c o or di n at e (x -a xis) is s el e ct e d 

fr o m t h e f or e m ost v er g e of t h e c yli n d er a n d  t he r a di al c o or di n at e ( r-a xis) is c o nsi d er e d as 

n or m a l t o t h e x -a xis. It i s ass u m e d t h at t h e n ei g h b ori n g fl ui d t e m p er at ur e is st ati o n ar y a n d 

si mil ar t o t h at of fr e e str e a m t e m p er at ur e 𝑇 ′∞ . At t h e o uts et, i. e. 𝑡′ = 0 , t h e t e m p er at ur e 𝑇 ′∞  is 

u nif or m f or t h e c yli n d er a n d s urr o u n di n g fl ui d.  L at er (  𝑡′ > 0 ) , t h e t e m p er at ur e of t h e v erti c al 

c yli n d er is a u g m e nt e d t o 𝑇 ′𝑤 (> 𝑇 ′∞ ) a n d pr es er v e d u nif or ml y t h er e aft er w ar d. T h e i nfl u e n c e 
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of vis c o us dissi p ati o n is ass u m e d t o b e i nsi g nifi c a nt i n t h e t h er m al e q u ati o n, b e c a us e t h e 

m a g nit u d e of v el o cit y is e x p e ct e d t o b e mi n us c ul e i n t h e fl o w r e gi m e . 

 U n d er t h e af or es ai d ass u m pti o ns, th e  i n c o m pr essi bl e C ass o n  fl ui d is m o d ell e d b y t h e 

f oll o wi n g c o nstit uti v e e q u ati o ns:    

L a w of c o n s e r v ati o n of m ass:  

𝑟 ( 𝐵 𝑇 )

𝑡 𝑇
+

𝑡 ( 𝑇 𝑤 )

𝑇 𝑟
 = 0      ( 1) 

L a w of c o n s e r v ati o n of m o m e nt u m: 

𝜌 [
 𝜕 𝐔

𝜕 𝑡 ′
+ ( 𝐔  .∇ ) 𝐔 ] =  − 𝜌 𝑔 − ∇ 𝑝 + 𝜇 ( 1 +

1

β
) ∇ 2 𝐔 + (  𝐉 × 𝐁  )  ( 2)

w h er e,  𝐉 a n d 𝐁  ar e gi v e n b y O h m’s l a w a n d M a x w ell’s e q u ati o ns, n a m el y,   

∇ × 𝐄 = 0 ,  ∇ × 𝐇 = 4 π 𝐉 ,  ∇ × 𝐁 = 0,   𝐉 = σ[𝐄 + 𝐔 × 𝐁 ] 

H er e, J  - c urr e nt d e nsit y, E  - el e ctri c fi el d, H  - m a g n eti c fi el d, B  - m a g n eti c fl u x, 𝐔  - v el o cit y 

v e ct or a n d  σ  - t h e el e ctri c al c o n d u cti vit y of t h e fl ui d.  

T h e  c o nsi d er e d pl at e is u n d er t h e eff e ct of a tr a ns v ers e m a g n eti c fi el d wit h a u nif or m 

str e n gt h, 𝐵 0 , as s h o w n i n Fi g. 1. It is pr es u m e d t h at t h e m a g n eti c R e y n ol ds n u m b er is v er y 

s m all.  T h er ef or e, t h e i nt er a cti o n of t h e i n d u c e d a xi al m a g n eti c fi el d wit h t h e m oti o n of 

el e ctri c all y- c o n d u cti n g c o u pl e str ess fl ui d fl o w is e x p e ct e d t o b e mi n us c ul e c o m p ar e d t o t h e 

i nt er a cti o n of t h e a p pli e d m a g n eti c fi el d.  It is n ot e d t h at f urt h er n o e xt er n al el e ctri c fi el d is 

a p pli e d. Wit h t h es e ass u m pti o ns, t h e m a g n eti c fi el d 𝐉 × 𝐁 of t h e b o d y f or c e t er m i n m o m e nt u m 

E q. ( 2) r e d u c es t o − σ 𝐵 0
2 𝑢 , w h er e 𝐵 0  is t h e i nt e nsit y of t h e f or c e d tr a ns v ers e m a g n eti c fi el d.

Usi n g B o ussi n es q’s a p pr o xi m ati o n t h e a b o v e E q. ( 2) c a n b e r e writt e n as 

𝜌 (
𝜕 𝑢

 𝜕 𝑡 ′ + 𝑢
𝜕 𝑢

𝜕 𝑥
+ 𝑣

𝜕 𝑢

𝜕 𝑟
) =  µ ( 1 +

1

β
) (

𝜕 2 𝑢

𝜕 𝑟 2 +
1

𝑟

𝜕 𝑢

𝜕 𝑟
) + 𝜌 𝑔 𝛽 𝑇 ( 𝑇 ′ − 𝑇 ∞

′ ) − 𝜎 𝐵 0
2 𝑢  ( 3)

w h er e   β = 𝜇 𝐵 √ 2 𝜋 𝑐 / 𝑝 𝑦     is t h e C ass o n fl ui d p ar a m et er. 

T h e r h e ol o gi c al m o d el of a n i n c o m pr essi bl e fl o w of a C ass o n fl ui d c a n b e writt e n a s 

f oll o ws (C ass o n  [ 39 ]; H a k e e m et al. [4 0 ]): 
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𝑟 𝐵 𝑇 = {
 2 ( 𝑡𝑇 + 𝑡 𝑇 / √ 2 𝑤 ) 𝑇 𝑟 𝜌  ,   𝜕 > 𝐔 𝜕

2 ( 𝑡 𝐔 + 𝐔 𝜌 / √ 2 𝑔 𝑝 ) 𝜇 𝐔 𝐉  ,   𝐁 < 𝐉 𝐁

( 4) 

w h er e , 𝐄 𝐇 𝐉  a n d 𝐁 𝐉 𝐄  r e pr es e nts t h e (i, j)t h c o m p o n e nt of t h e s h e ar str ess t e ns or a n d d ef or m ati o n

r at e r es p e cti v el y.  𝐔 𝐁  is t h e yi el d str ess of t h e fl ui d a n d 𝐔 ( = 𝐵 𝐉 𝐁 𝐵 𝑢 𝐵 )  d e n ot es pr o d u ct of t h e 

c o m p o n e nt of d ef or m ati o n r at e wit h it s elf, 𝜌 𝜕  d e n ot e s a criti c al v al u e of t hi s pr o d u ct b as e d o n 

t h e n o n- N e wt o ni a n m o d el a n d  𝑢 𝜕  is pl asti c d y n a mi c vis c osit y of t h e n o n- N e wt o ni a n fl ui d. S o, 

if a s h e ar str ess i s l ess t h a n t h e yi el d str ess a p pli e d t o t h e fl ui d, it a cts li k e a s oli d, w h er e as if a 

s h e ar str ess i s e x c e e di n g t h e a p pli e d yi el d str ess, it st arts t o m o v e .  

L a w of c o n s e r v ati o n of E n e r g y: 

𝑡 𝑢 ′

𝜕 𝑢 ′ + 𝜕
𝑥 𝑣 ′

𝜕 𝑢
+ 𝜕

𝑟 𝜕 ′

𝑢 𝜕
=

𝑟

𝑟

𝜕

𝑢 𝜕
( 𝑟

𝜌 𝑔 ′

𝛽 𝑇
) +

𝑇

𝑇 𝜎
( 1 +

1

β
) (

𝐵 𝑢

𝜇 𝐵
)

2

−
1

𝜋 𝑐 𝑝

𝑦

𝜕 𝑟
( 𝑟 𝑞 𝑟  )       ( 5) 

B as e d o n t h e R oss el a n d a p pr o xi m ati o n ( Br e wst er [ 4 1 ]), t h e r a di ati v e h e at fl u x 𝑞 𝑟  is gi v e n b y 

𝑞 𝑟 = −
4   ∗

3   ∗
𝜕 𝑇 ′ 4

𝜕 𝑟
 ( 6) 

w h er e   ∗  is t h e St ef a n-B olt z m a n n c o nst a nt a n d   ∗  is t h e m e a n a bs or pti o n c o effi ci e nt. T h e

t e m p er at ur e diff er e n c es  wit hi n t h e fl o w ar e c o nsi d er e d t o b e s uffi ci e ntl y s m all  t hat  𝑇 ′ 4  m a y b e

e x pr ess e d as a li n e ar  f u n cti o n of t h e t e m p er at ur e . E x p a n di n g 𝑇 ′ 4  usi n g t h e T a yl or s eri es a n d

n e gl e cti n g  t h e hi g h er or d er t er ms  yi el ds  

𝑇 ′ 4 ≅ 4 𝑇 ∞
′ 3

𝑇 ′ − 3 𝑇 ∞
′ 4

                                                                                        (7 )

I n vi e w of E qs. ( 6) a n d ( 7), E q. ( 5) r e d u c es t o 

 𝜕 𝑇′

𝜕 𝑡 ′ + 𝑢
𝜕 𝑇 ′

𝜕 𝑥
+ 𝑣

𝜕 𝑇 ′

𝜕 𝑦
=

𝛼

𝑟

𝜕

𝜕 𝑟
( 𝑟

𝜕 𝑇 ′

𝜕 𝑟
) +

𝜐

𝑐 𝑝
( 1 +

1

𝛽
) (

𝜕 𝑢

𝜕 𝑟
)

2

+ (
1 6   ∗ 𝑇 ∞

′ 3

3 𝜌 𝑐 𝑝   ∗
)

1

𝑟

𝜕

𝜕 𝑟
( 𝑟

𝜕 𝑇 ′

𝜕 𝑟
 )            ( 8)

T h e r es ult a nt i niti al a n d b o u n d ar y c o n diti o ns ar e gi v e n b y 

𝑡 ′ ≤ 0: 𝑇′ = 𝑇 ∞
′  , 𝑢 = 0, 𝑣 = 0        ∀  x  a n d  r 

𝑡 ′ > 0: 𝑇 ′ = 𝑇 𝑤
′  , 𝑢 = 0, 𝑣 = 0           at   𝑟 = 𝑟0  

𝑇 ′ =  𝑇∞
′ , 𝑢 = 0, 𝑣 = 0           at   𝑥 = 0   ( 9) 
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𝑟 ′ → 𝐵 ∞
′ , 𝑇 → 0, 𝑡 → 0           as   𝑇 → ∞ 

I niti ati n g t h e s u bs e q u e nt n o n- di m e nsi o n al q u a ntiti es 

𝑡 = 𝑇 𝑤 − 1 𝑇 𝑟 0

𝜌
,  𝜕 =

𝐔 𝜕 0

𝑡
,  𝐔 =

𝐔 𝜌 ′

𝑔 0
2 , X = 𝑝 𝜇 − 1 𝐔

𝐉 0
,  𝐁 𝐉 = 

𝐁

𝐄
,  θ =

𝐇 ′ − 𝐉 ∞
′ 

𝐁 𝐉
′ − 𝐄 ∞

′ ,  𝐔 𝐁 =
𝐔 𝐵 𝐉 𝐁 0

3 ( 𝐵 𝑢
′  − 𝐵 ∞

′  )

𝜌 2  ,  

𝜕 =
𝑢

𝜕 0
 ,  𝑡 𝑢 =  

𝜕  𝑢
2

𝜕 ( 𝑥 𝑣
′ − 𝜕 ∞

′ ) 𝑢 0
2 ,  𝜕 =

𝑟 𝜕 0
2 𝑢 0

2

𝜕 𝑟
,  ɛ 0 =

𝑟 2

𝜕 𝑢 ( 𝜕 𝑟
′ − 𝜌 ∞

′ ) 𝑔 0
2  ,   𝛽 =  

  ∗ 𝑇

4   ∗ 𝑇 ∞
′ 3  ( 1 0)  

(f or t h e a b o v e s y m b ol s r ef er n o m e n cl at ur e) i n t h e E qs. ( 1), ( 3), ( 8) a n d ( 9), t h e y r e d u c e t o 

s u bs e q u e nt f or m 

𝑇 𝜎

𝐵 𝑢
+

𝜇 𝐵

𝜋 𝑐
+

𝑝

𝑦
= 0      ( 1 1) 

𝜕 𝑟

𝑟 𝑞
+ 𝑟

𝑞 𝑟

𝑞 𝑟
+ 𝜕

𝑇 𝜕

𝑟 𝑇
=  θ +  ( 1 +

1

β
) (

𝑇 2 𝑇

𝑇 𝑇 2 +
1

𝑇

𝜕 𝑇

𝜕 𝑡
) − 𝑢 𝜕  ( 1 2) 

𝑇 θ

𝜕 𝑥
+ 𝑣

𝜕 θ

𝑇 𝜕
+ 𝑦

𝛼 θ

𝑟 𝜕
=

1

𝜕 𝑟
( 1 +

4

3 𝑟
) (

𝜕 2 θ

𝑇 𝜕 2 +
1

𝑟

𝜐 θ

𝑐 𝑝
) + ( 1 +

1

β
) ( 𝛽 𝜕 ) 2 ɛ 0 (

𝑢 𝜕

𝑟 𝑇
)

2

  ( 1 3) 

𝜌 ≤ 0: θ = 0 , 𝑐 = 0, 𝑝 = 0,          ∀  X a n d R 

𝑟 > 0: θ = 1 , 𝜕 = 0, 𝜕 = 0            at   𝑟 =  1  

           θ = 0, 𝑟 = 0, 𝜕 = 0            at   𝑇 = 0 

           θ → 0, 𝜕 → 0, 𝑟 → 0            a s   𝑡 → ∞                                                                        ( 1 4) 

2. 1.  Fri cti o n a n d h e at t r a n s p ort c o effi ci e nts 

T h e  m o m e nt u m a n d h e at tr a ns p ort c o effi ci e nts ar e si g nifi c a nt p ar a m et ers i n t h e h e at 

tr a nsf er st u di es d u e t o t h eir dir e ct i n v ol v e m e nt i n t h e c o n v e cti o n.  I n t h e pr es e nt st u d y, t h e n o n-

di m e nsi o n al a v er a g e m o m e nt u m a n d h e at tr a ns p ort c o effi ci e nts ar e d efi n e d as  

𝑇 𝑇 = ( 1 +
1

β
) ∫ (

𝑢 𝑣

𝑡 𝑇
)

𝑇 = 1
𝑤 𝑢

1

0
 ( 1 5) 

𝑣 𝑟 = − ∫ (
𝑟 θ

𝑇 𝑇
)

𝑢 = 1
𝑣 𝑥

1

0
 ( 1 6) 

T h e a b o v e c o effi ci e nts ar e c al c ul at e d usi n g t h e fi v e- p oi nt a p pr o xi m ati o n a n d N e wt o n –

C ot es q u a dr at ur e f or m ul a. 

 2 . 2.  E ntr o p y h e at g e n er ati o n a n al ysis a n d B ej a n n u m b er 
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T h e e ntr o p y g e n er ati o n f or r a di ati v e m a g n et o h y dr o d y n a mi c C ass o n fl ui d p er u nit 

v ol u m e wit h c o nst a nt d e nsit y is gi v e n b y    

 𝑟 𝐵 𝑇 𝑡 =
𝑇

𝑡 ∞
′ 2 (

𝑇 𝑤 ′

𝑇 𝑟
)

2

+
𝜌

𝜕 ∞
′ ( 1 +

1

β
) (

𝐔 𝜕

𝑡 𝐔
)

2

+
𝐔 𝜌 0

2 𝑔 2

𝑝 ∞
′ −

1

𝜇 ∞
′ 2 (

𝐔 𝐉 ′

𝐁 𝐉
) 𝐁 𝐄   ( 1 7) 

Usi n g E qs. ( 6) a n d ( 7), E q. ( 1 7) r e d u c es t o  

𝐇 𝐉 𝐁 𝐉 =
𝐄

𝐔 ∞
′ 2 (

𝐁 𝐔 ′

𝐵 𝐉
)

2

+
𝐁

𝐵 ∞
′ ( 1 +

1

β
) (

𝑢 𝐵

𝜌 𝜕
)

2

+
𝑢 𝜕 0

2 𝑡 2

𝑢 ∞
′ +

1

𝜕 ∞
′ (

1 6 𝑢 ∗ 𝜕 ∞
′ 3

3   ∗
) (

𝑥 𝑣 ′

𝜕 𝑢
)

2

 ( 1 8) 

T h e e q u ati o n ( 1 8) c a n b e r e writt e n as        

 𝜕𝑟 𝜕 𝑢 = 𝜕 1 + 𝑟 2 + 𝑟 3 + 𝜕 4  

w h er e  𝑢 1 [ =
𝜕

𝑟 ∞
′ 2 (

𝜌 𝑔 ′

𝛽 𝑇
)

2

] si g nifi es t h e e ntr o p y g e n er ati o n d u e t o t h e h e at fl o w,  𝑇 2 =

[
𝑇

𝜎 ∞
′ ( 1 +

1

β
) (

𝐵 𝑢

𝜇 𝐵
)

2

] d e n ot es t h e e ntr o p y g e n er ati o n d u e t o  t h e vis c o us dissi p ati o n f or  a c o nst a nt 

d e nsit y , 𝜋 3 [=
𝑐 𝑝 0

2 𝑦 2

𝜕 ∞
′ ] d e n ot es t h e e ntr o p y g e n er ati o n d u e t o t h e M H D  a n d 𝑟 4 [ =

1

𝑟 ∞
′ (

1 6 𝑞 ∗ 𝑟 ∞
′ 3

3   ∗  
) (

𝑞 𝑟 ′

𝑞 𝑟
)

2

]  d e n ot es t h e e ntr o p y g e n er ati o n d u e t o t h e t h er m al r a di ati o n.   

T h e n o n- di m e nsi o n al e ntr o p y h e at g e n er ati o n p ar a m et er N s  is d efi n e d as t h e r ati o of 

t h e v ol u m etri c e ntr o p y h e at g e n er ati o n r at e t o t h e c h ar a ct eristi c e ntr o p y h e at g e n er ati o n r at e. 

A c c or di n gl y, t h e e ntr o p y h e at g e n er ati o n p ar a m et er is writt e n as [ 4 2]: 

𝜕 𝑇 = ( 1 +
4

3 𝜕
) (

𝑟 θ

𝑇 𝑇
)

2

+
𝑇 𝑇 ( 𝑇 𝑇 ) 2

Θ
( 1 +

1

β
) (

𝜕 𝑇

𝜕 𝑡
)

2

+
𝑢 𝜕 ( 𝑇 𝜕 ) 2

Θ
𝑥 𝑣 2 ( 1 9) 

w h er e Θ =
( 𝜕 𝑇

′ − 𝜕 ∞
′ )  

𝑦 ∞
′ is t h e n o n-di m e nsi o n al t e m p er at ur e diff er e n c e  a n d  

𝛼 ( 𝑟 𝜕
′ − 𝜕 ∞

′ ) 2

𝑟 ∞
′ 2

𝑟 0
2

is t h e 

c h ar a ct eristi c e ntr o p y h e at g e n er ati o n . 

T h e  E q. ( 1 9) c a n b e r e writt e n i n t h e f oll o wi n g f or m 

𝜕 𝑇 = 𝜕 1 + 𝑟 2 + 𝜐 3 ( 2 0)
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1 0  

w h er e 𝑟 1 = ( 1 +
4

3 𝐵
) (

𝑇 θ

𝑡 𝑇
)

2

, 𝑡 2 =
𝑇 𝑤 ( 𝑇 𝑟 ) 2

Θ
( 1 +

1

β
) (

𝜌 𝜕

𝐔 𝜕
)

2

a n d 𝑡 3 =
𝐔 𝐔 ( 𝜌 𝑔 ) 2

Θ
𝑝 𝜇 2  d esi g n at e t h e

irr e v ersi bilit y o wi n g t o t h er m al r a di ati v e h e at tr a nsf er,  fl ui d fri cti o n ( vis c o us dissi p ati o n) a n d 

e ntr o p y g e n er ati o n d u e t o  t h e m a g n eti c fi el d,  r es p e cti v el y.     

T o ass ess t h e irr e v ersi bilit y distri b uti o n, t h e p ar a m et er B e  ( B ej a n n u m b er) is d efi n e d as 

t h e r ati o of e ntr o p y h e at g e n er ati o n d u e t o h e at tr a nsf er t o t h e o v er all e ntr o p y h e at pr o d u cti o n 

a n d c a n b e e x pr ess e d as:  

𝐔 𝐉 = 
𝐁 1

𝐉 1 + 𝐁 2 + 𝐄 3
                                                                                                                      ( 2 1)

Fr o m t h e E q. ( 2 1 ), it is u n d erst o o d t h at t h e B ej a n n u m b er li es b et w e e n 0 t o 1 i. e. 0 ≤

𝐇 𝐉 ≤ 1 . C o ns e q u e ntl y, 𝐁 𝐉 = 0  r e v e als t h at t h e p ar a m et ers 𝐄 2  a n d 𝐔 3  d o mi n at es t h e 

p ar a m et er   𝐁 1 , w h er e as 𝐔 𝐵 = 1  i n di c at es t h at t h e p ar a m et er 𝐉 1  d o mi n at es t h e p ar a m et ers 𝐁 2  

a n d   𝐵 3 . It is o b vi o us t h at at 𝑢 𝐵 = 0 .5 , t h e c o ntri b uti o n of fl ui d fri cti o n a n d m a g n eti c fi el d i n 

t h e e ntr o p y g e n er ati o n pr o d u cti o n is e q u al t o irr e v ersi bilit y d u e t o t h e h e at tr a nsf er i . e. 𝜌 2 +

𝜕 3  =  𝑢 1 . 

3 .  Fi nit e diff e r e n c e s ol uti o n p r o c e d u r e

T o el u ci d at e t h e a b o v e g o v er ni n g ti m e- d e p e n d e nt m at h e m ati c al E qs. ( 1 1 ) - ( 1 3) a n

u n c o n diti o n all y st a bl e fi nit e diff er e n c e it er ati o n s c h e m e s u c h as Cr a n k- Ni c ols o n t y p e is 

e m pl o y e d. T h e fi nit e diff er e n c e e q u ati o ns t o t h e a b o v e E qs. ( 1 1), ( 1 2) a n d ( 1 3) ar e as f oll o ws: 

𝜕 𝑡, 𝑢
𝜕 + 1 − 𝑢 𝜕 − 1, 𝑥

𝑣 + 1 + 𝜕 𝑢, 𝜕
𝑟 − 𝜕 𝑢 − 1, 𝜕

𝑟

2 Δ 𝑟
+

𝜕 𝑢, 𝜕
𝑟 + 1 − 𝜌 𝑔, 𝛽 − 1

𝑇 + 1 + 𝑇 𝑇, 𝜎
𝐵 − 𝑢 𝜇, 𝐵 − 1

𝜋

2 Δ 𝑐
+ ( 𝑝 𝑦 ) 𝜕𝑟, 𝑟

𝑞 + 1   = 0           ( 2 2) 

𝑟 𝑞 ,𝑟
𝑞 + 1 − 𝑟 𝜕,𝑇

𝜕

Δ 𝑟
+

𝑇 𝑇 ,𝑇
𝑇

2 Δ 𝑇
( 𝑇 𝜕,𝑇

𝜕 + 1 − 𝑡 𝑢− 1 ,𝜕
𝑇 + 1 + 𝜕 𝑥,𝑣

𝜕 − 𝑇 𝜕 − 1 ,𝑦
𝛼 ) +

𝑟 𝜕,𝜕
𝑟

4 Δ 𝑟
( 𝜕 𝑇,𝜕

𝑟 + 1 − 𝜐 𝑐,𝑝 − 1
𝛽 + 1 + 𝜕 𝑢,𝜕

𝑟 − 𝑇 𝜌,𝑐 − 1
𝑝 )  

=  
θ 𝑟,𝜕

𝜕 + 1 + θ 𝑟,𝑟
𝜕

2
+ 𝑇 𝜕 ( 1 +

1

β
) (

𝑟 𝑡 ,𝑇 + 1
𝑇 + 1 − 𝑢 𝑣,𝑡 − 1

𝑇 + 1 + 𝑇 𝑤,𝑢 + 1
𝑣 − 𝑟 𝑟,𝑇 − 1

𝑇

4 ( ∆ 𝑢 )
)   +  

( 1 +
1

β
)  (

𝑣 𝑥 ,𝑚 + 1
𝑛 + 1 − 2 𝑈 𝑙,𝑚

𝑛 + 1 + 𝑈 𝑙,𝑚 − 1
𝑛 + 1 + 𝑈 𝑙,𝑚 + 1

𝑛 − 2 𝑈 𝑙,𝑚
𝑛 + 𝑈 𝑙,𝑚 − 1

𝑛

2 ( ∆ 𝑅 ) 2 ) − 𝑀
( 𝑈 𝑙,𝑚

𝑛 + 1 + 𝑈 𝑙,𝑚
𝑛 + 1 )

2
   ( 2 3) 

θ 𝑙,𝑚
𝑛 + 1 − θ 𝑙,𝑚

𝑛

Δ 𝑡
 + 

𝑈 𝑙 ,𝑚
𝑛

2 Δ 𝑋
( θ 𝑙,𝑚

𝑛 + 1 − θ 𝑙− 1 ,𝑚
𝑛 + 1 + θ 𝑙,𝑚

𝑛 − θ 𝑙− 1 ,𝑚
𝑛 )  + 

𝑉 𝑙 ,𝑚
𝑛

4 Δ 𝑅
( θ 𝑙,𝑚

𝑛 + 1 − θ 𝑙− 1 ,𝑚
𝑛 + 1 + θ 𝑙,𝑚

𝑛 − θ 𝑙− 1 ,𝑚
𝑛 )   
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= ( 1 +
4

3 𝑟
) {[

θ 𝐵,𝑇 + 1
𝑡 + 1 − 2 θ 𝑇,𝑡

𝑇 + 1 + θ 𝑤,𝑇 − 1
𝑟 + 1 + θ 𝜌,𝜕 + 1

𝐔 − 2 θ 𝜕,𝑡
𝐔 + θ 𝐔,𝜌 − 1

𝑔

2 𝑝 𝜇 ( ∆ 𝐔 ) 2 ] + ( 𝐉 𝐁 ) [
θ 𝐉,𝐁 + 1

𝐄 + 1 − θ 𝐇,𝐉 − 1
𝐁 + 1 + θ 𝐉,𝐄 + 1

𝐔 − θ 𝐁,𝐔 − 1
𝐵

4 𝐉 𝐁  ( ∆ 𝐵 )
] } 

+ ( 1 +
1

β
) ( 𝑢 𝐵 ) 2 ɛ 0 (

𝜌 𝜕 ,𝑢 + 1
𝜕 + 1 − 𝑡 𝑢,𝜕 − 1

𝑢 + 1 + 𝜕 𝑥,𝑣 + 1
𝜕 − 𝑢 𝜕,𝑟 − 1

𝜕

4 ( ∆ 𝑢 )
) (

𝜕 𝑟,𝑟 + 1
𝜕 − 𝑢 𝜕,𝑟 − 1

𝜌

2 ( ∆ 𝑔 )
)  ( 2 4) 

w h er e  𝛽 𝑇 =
1

[ 1 +( 𝑇 − 1 ) ∆ 𝑇]
 . 

T h e r es ult s of t h es e fi nit e diff er e n c e e q u ati o ns o bt ai n e d i n t h e r e ct a n g ul ar gri d wit h 𝜎 𝐵 𝑢 𝜇 = 1 , 

𝐵 𝜋𝑐 𝑝 = 0, 𝑦 𝜕 𝑟 𝑟 = 2 0  a n d 𝑞 𝑟𝑞 𝑟 = 1 w h er e  𝑞𝑟 𝜕 𝑇  r el at es t o R = ∞  w hi c h li es f ar a w a y fr o m 

t h e h e at a n d m o m e nt u m tr a ns p ort b o u n d ar y l a y ers.  

3. 1  V ali d ati o n of t h e n u m eri c al c o d e u si n g gri d i n d e p e n d e n c e st u d y 

T o h a v e a n e c o n o mi c al c o nsist e nt gri d s c h e m e f or t h e r e c k o ni n gs, a gri d i n d e p e n d e n c y 

t est h as b e e n c o n d u ct e d usi n g f o ur diff er e nt gri d si z es of 2 5 ×  1 2 5, 5 0 ×  2 5 0, 1 0 0 ×  5 0 0 a n d 

2 0 0 ×  1 0 0 0 . T h e  v al u es of t h e a v er a g e s ki n-fri cti o n c o effi ci e nt (𝜕 𝑟 ) a n d N uss elt n u m b er ( 𝑇 𝑇 ) 

o n t h e b o u n d ar y R  = 1 f or t h e af or es ai d gri d si z es ar e s h o w n i n T a bl e 1. It is e vi d e nt t h at t h e 

v al u es esti m at e d f or t h e gri d si z e of 1 0 0 ×  5 0 0  diff er i n t h e f o urt h d e ci m al pl a c e wit h t h e gri d 

si z e of 2 5 ×  1 2 5 a n d 5 0 ×  2 5 0  w hil e 2 0 0 ×  1 0 0 0  d o es n ot h a v e si g nifi c a nt eff e ct o n t h e r es ult s 

of 𝑇 𝑇  a n d 𝑇 𝑇 . H e n c e, a c c or di n g t o t hi s o bs er v ati o n, a u nif or m gri d si z e of 1 0 0 ×  5 0 0  w as 

s el e ct e d f or all s u bs e q u e nt si m ul ati o n wit h t h e m e s h si z es of 0. 0 1 a n d 0. 0 3 al o n g t h e  a xi al  a n d 

r a di al dir e cti o ns, r es p e cti v el y. Si mil arl y, t o pr o d u c e a r eli a bl e r es ult wit h r es p e ct t o ti m e, a gri d 

i n d e p e n d e nt t ests h a v e  b e e n d o n e f or diff er e nt ti m e st e p si z es as  s h o w n i n T a bl e 2 , w h er e t h e 

ti m e st e p si z e Δ 𝜕  ( 𝑇 = 𝜕 Δ 𝑡 ,𝑢 = 0 ,1 ,2 ,… )  fi x e d as 0. 0 1. 

T h e  fi nit e diff er e n c e pr o c e d ur e b e gi ns b y c o m p uti n g t h e t h er m al E q. ( 1 3), w hi c h gi v es 

t h e t e m p er at ur e fi el d. T h e n, s ol vi n g t h e m o m e nt u m tr a ns p ort a n d c o ns er v ati o n of m ass 

e q u ati o ns ( 1 2) a n d ( 1 1) pr o vi d e t h e s ol uti o n of t h e v el o cit y fi el d. E qs. ( 2 3 ) - ( 2 4) at t h e (n + 1) t h

it er ati o n usi n g t h e k n o w n n t h it er ati o n v al u es ar e s p e cifi e d i n t h e f oll o wi n g tri di a g o n al f or m:  

𝜕 𝑇, 𝜕 Φ 𝑥, 𝑣 − 1
𝜕 + 1 + 𝑇 𝜕, 𝑦 Φ 𝛼, 𝑟

𝜕 + 1 + 𝜕 𝑟, 𝑟Φ 𝜕, 𝑇 + 1
𝜕 + 1 = 𝑟 𝜐, 𝑐

𝑝

A C C E P T E D M A N U S C RI P T



1 2  

w h er e Φ  d e n ot es t h e ti m e- d e p e n d e nt fl o w fi el d v ari a bl es θ  a n d U . T h er ef or e, E qs. ( 2 3) - ( 2 4) 

o n a p arti c ul ar l-l e v el at e v er y i nt er n al n o d al p oi nt c o m pris e a s yst e m of tri di a g o n al e q u ati o ns. 

T h e d et ail e d d es cri pti o n of t his fi nit e diff er e n c e s c h e m e c a n b e f o u n d i n [ 43- 4 7 ].  

4 .  R es ults a n d dis c us si o n

T o st u d y t h e u nst e a d y b e h a vi o ur of t h e virt u al fl o w-fi el d v ari a bl es, s u c h as t e m p er at ur e

a n d v el o cit y, t h eir v al u e s ar e ill ustr at e d at o n e p ositi o n, w hi c h ar e n ei g h b o uri n g t o t h e h ot 

c yli n dri c al w all. T h e ti m e-i n d e p e n d e nt st at e t e m p er at ur e a n d v el o cit y pr ofil es ar e pr es e nt e d 

al o n g t h e r a di al c o or di n at e at X = 1. 0. 

 I n or d er t o v ali d at e t h e pr es e nt n u m eri c al r es ult s, i n Fi g. 2 t h e fl o w-fi el d v ari a bl es of  

N e wt o ni a n fl ui ds ar e c o m p ar e d wit h t h e r es ult s of L e e et al. [ 2] f or Pr = 0. 7, β = ∞, ɛ 0 = 𝑟 =

𝐵 = 0. 0 . T h e o ut c o m es ar e f o u n d t o b e i n g o o d c o v e n a nt. It is e vi d e nt t h at t h e pr es e nt r es ult s 

m a k e a g o o d a gr e e m e nt wit h t h e r es ult s of L e e et al. [ 2]. T h es e r es ult s c o nfir m t h e v ali dit y a n d 

a c c ur at e n ess of t h e c urr e nt n u m eri c al s c h e m e. It is n ot e d t h at n o e x p eri m e nt al w or ks ar e 

a v ail a bl e till d at e t o t h e b est of t h e a ut h ors’ k n o wl e d g e, s o, t h e c o m p aris o n b et w e e n t h e pr es e nt 

st u d y a n d e x p eri m e nt al w or k c o ul d n ot b e p ossi bl e. T h e si m ul at e d r es ult s ar e r e pr es e nt e d t o 

d es cri b e t h e v ari ati o n of t h e di m e nsi o nl ess fl o w v ari a bl es, e ntr o p y g e n er ati o n n u m b er ( N s ) a n d 

B ej a n n u m b er ( B e ) w hi c h ar e e x a mi n e d al o n g wit h a v er a g e s ki n-fri cti o n a n d h e at tr a ns p ort 

c o effi ci e nts f or diff er e nt fl o w c o ntr ol p ar a m et ers aris e i n t hi s pr o bl e m . S u c h v ari ati o ns ar e 

pl ott e d a n d c o nf err e d i n t h e f oll o wi n g p ar a gr a p hs. 

T h e i nfl u e n c es of di m e nsi o nl ess fl o w p ar a m et ers o n t h e v el o cit y c o nstit u e nts ar e 

dis c uss e d a n d a n al ys e d  i n Fi g. 3.  T h e u nst e a d y v el o cit y (U ) a g ai nst ti m e ( t) at ( 1, 4. 0 3) l o c ati o n 

f or disti n ct v al u es of C a ss o n fl ui d p ar a m et er (β )  a n d vis c o us dissi p ati o n p ar a m et er (ɛ 0 )  is 

gr a p hi c all y pr es e nt e d i n Fi g. 3 a. H er e, t h e p ositi o n ( 1, 4. 0 3) h as b e e n c h os e n t o b e t h e l o c ati o n 

of hi g h est v el o cit y b as e d o n t h e ti m e-i n d e p e n d e nt v el o cit y pr ofil es s h o w n i n Fi gs. 4 a & 4 b. 

F i gs. 3 a a n d 3 b d e pi cts t h at t h e v ari ati o n of   & ɛ 0  a n d M & N, r es p e cti v el y. Fr o m Fi gs. 3 a a n d 
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3 b, f or all v al u es of c o ntr ol p ar a m et ers, e x cl u di n g M , t h e v el o cit y e n h a n c es wit h ti m e, att ai ns 

t h e t e m p or al p e a k, t h e n m ar gi n all y d e cr e as es a n d fi n all y l e a ds t o t h e ti m e-i n d e p e n d e nt st at e. 

Fr o m Fi g. 3 a it is s e e n t h at t h e tr a nsi e nt U  pr ofil e i n cr e as es wit h t h e i n cr e asi n g v al u es of β  or 

ɛ 0  at  t h e n ei g h b o ur h o o d of t h e c yli n d er w all. T h e i n c e nti v e b e hi n d t his i n cr e m e nt is t h at 

i n cr e asi n g β  v al u es d e cr e as es t h e si z e of t h e v el o cit y diff usi o n t er m i n E q . ( 1 2) a n d t h us, 

t h er e is a l ess er a m o u nt of r esist a n c e t o t h e fl ui d fl o w i n t h e pr o vi n c e of t h e t e m p or al p e a k of 

v el o cit y. Fr o m Fi g. 3 a  it is p er c ei v e d t h at w h e n t < <  1. 3, t h e c o n d u cti o n d o mi n at es t h e h e at 

tr a nsf er. S u bs e q u e ntl y, t h er e o c c urs a ti m e st a g e w h er e t h e h e at tr a nsf er r at e is i nfl u e n c e d b y 

t h e eff e ct of n at ur al c o n v e cti o n of C ass o n fl ui d wit h r aisi n g u p w ar d v el o citi es wit h r es p e ct t o 

ti m e. L at er, b ef or e att ai ni n g t h e st e a d y-st at e, t h e v el o citi es g et o v ers h o ot. As ill ustr at e d i n 

Fi g. 3 a it is o bs er v e d t h at i niti all y tr a nsi e nt v el o cit y pr ofil es c o n c urr e d wit h e a c h ot h er a n d 

t h e n di v er g e aft er s o m e ti m e. Als o fr o m Fi g. 3 a it is n oti c e d t h at as β  u ps ur g es t h e ti m e t o 

a c c o m plis h t h e st e a d y-st at e i n cr e as es a n d r e v ers e tr e n d is n oti c e d f or ɛ 0 . Fr o m Fi g. 3 a it is 

n oti c e d t h at as β  or ɛ 0  i ncr e as es, t h e ti m e t o a c c o m plis h t h e t e m p or al p e a k d e cr e as e s. Fi g. 3 b 

s h o ws t h e si mil ar tr a nsi e nt f e at ur es as s h o w n i n Fi g. 3 a, b ut i niti all y t h e U  c ur v es f or all 

v al u es of β  &  ɛ 0  c oi n ci d e d wit h e a c h ot h er a n d di v er g es aft er s o m e ti m e. I n t h e Fi g. 3 b it is 

p er c ei v e d t h at as  M or N  u ps ur g es, t h e v el o cit y d e cr e as es, si n c e a hi g h er M v al u e m e a ns a 

hi g h er f or c e r esisti n g t h e fl o w a n d a hi g h er N v al u e all o ws hi g h er t h er m al tr a ns p ort a cr oss t h e 

b o u n d ar y. Si mil arl y, t h e v el o cit y at ot h er l o c ati o ns als o e x hi bits s o m e w h at si mil ar tr a nsi e nt 

b e h a vi o ur. Fr o m Fi g. 3 b it is n oti c e d t h at as M  or N  u ps ur g es t h e ti m e t o a c c o m plis h t h e 

st e a d y-st at e i n cr e as es. T h e s a m e o bs er v ati o n is t a b ul at e d i n T a bl e 3.  

Fi gs . 4 a a n d 4 b el u ci d at e t h e ti m e i n d e p e n d e nt-st at e U  pr ofil es f or t h e v ari ati o n of β 

& ɛ 0  a n d M & N  a g ai nst R  r es p e cti v el y. It c a n b e o bs er v e d t h at t h e U  pr ofil e i n t h es e fi g ur es 

st art wit h t h e n o-sli p b o u n d ar y c o n diti o n, r e a c h es its p e a k a n d t h e n s hri n k t o z er o al o n g t h e R 

c o or di n at e s atisf yi n g t h e f ar- a w a y b o u n d ar y c o n diti o ns.  Als o, i n t h e n ei g h b o ur h o o d of t h e 

h ot 
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c yli n dri c al w all, it is n ot e d t h at t h e m a g nit u d e of n o n- di m e nsi o n al a xi al v el o cit y ( U ) is 

s u d d e nl y a m plif yi n g as  R ris es fr o m R mi n  ( = 1). I n Fi g. 4 a t h e ti m e-i n d e p e n d e nt U c ur v es i n t h e 

r e gi o n n e ar t o t h e w all, i. e., 1. 0 <R < 5. 7 1 h as i ncr e as e d  tr e n d f or i n cr e asi n g v al u es of   a n d 

o p p osit e tr e n d is n ot e d i n t h e r e gi o n f ar fr o m t h e h ot w all (i. e.,  R >  5. 7 1), i. e., i n t h e z o n e w hi c h 

is a w a y fr o m t h e h ot w all, t h e p e a k v al u e of v el o cit y m o v es t o w ar ds wit h a u g m e nt e d v el o cit y 

b o u n d ar y l a y er t hi c k n ess. T his is b e c a us e a u g m e nti n g t h e v al u es of β  l e a ds t o t h e d e cr e as e of 

t h e t ot al vis c osit y i n C a ss o n fl ui d fl o w, t h us i n cr e asi n g t h e p e a k fl ui d v el o cit y. Als o, t h e 

v el o cit y c ur v es i n cr e as e as ɛ 0  i n cr e as es. Fr o m Fi g. 4 b it is n oti c e d t h at t h e m a g nit u d e of t h e 

ti m e-i n d e p e n d e nt v el o cit y c ur v es d e cr e as es as M  a m plifi es. T his i m pli es t h at m a g n eti c fi el d 

s u p pr ess es fl ui d v el o cit y. T his is d u e t o t h e f a ct t h at t h e a p pli c ati o n of t h e m a g n eti c fi el d of a n  

el e c tri c all y c o n d u cti n g fl ui d gi v es ris e t o r esisti v e f or c e w hi c h is k n o w n as L or e nt z f or c e. Als o, 

t h e b o u n d ar y l a y er t hi c k n ess i n cr e as es wit h i n cr e asi n g v al u e of t h e m a g n eti c p ar a m et er. H er e, 

t h e eff e ct of N o n t h e v el o cit y pr ofil e c a n b e c o nsi d er e d. I n a t y pi c al n at ur al c o n v e cti o n wit h o ut 

r a di ati v e eff e ct, t h e t h er m al t er m (
𝑟 2 θ

𝐵 𝑇 2 +
1

𝑡

𝑇 θ

𝑡 𝑇
)  m a k es t h e c o n v e cti v e t er m p ositi v e  o wi n g t o it s

o w n p ositi v e v al u e . Wit h t h e r a di ati v e effe ct i n t h e pr es e nt pr o bl e m a hi g h er v al u e N yi el ds a  

s m all er c o n v e cti v e t er m, r es ulti n g  i n a pr ofil e of l o w t e m p er at ur e at X = 1. 0 (s e e Fi g. 5 ) a n d, 

t h er ef or e, yi el di n g a l o w er v el o cit y . 

Fi gs. 5 a- b d e pi cts t h e v ari ati o n of   β  & ɛ 0  a n d M & N  o n u nst e a d y t e m p er at ur e pr ofil e 

( θ) a g ai nst t h e ti m e (t) at  t h e l o c ati o n ( 1, 1. 3 4), r es p e cti v el y. Fr o m t h es e fi g ur es it is cl e ar t h at 

t h e u nst e a d y t e m p er at ur e pr ofil e is i n cr e asi n g wit h ti m e, r e a c h es t h e p e a k v al u e, t h e n d e cr e as es 

a n d a g ai n sli g htl y i n cr e a s es, a n d fi n all y r e a c h e d t h e ti m e-i n d e p e n d e nt st at e as y m pt oti c all y.  It 

is w ort h t o n ot e t h at t hi s tr a nsi e nt p h e n o m e n o n of t h e t e m p er at ur e is als o e vi d e nt at ot h er 

l o c ati o ns. D uri n g t h e e arl y p eri o d, t h e n at ur e of t h e ti m e-d e p e n d e nt t e m p er at ur e pr ofil es is 

m ai nl y n oti c e a bl e. Fr o m Fi g. 5 a it is n oti c e d t h at f or diff er e nt v al u es of β  or  ɛ 0 , t h e ti m e-

d e p e n d e nt t e m p er at ur e pr ofil es firstl y o v erl a p wit h e a c h ot h er a n d t h e n diff er aft er a ti m e.  Als o , 
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it is n ot e d t h at t h e ti m e t o att ai n t h e t e m p or al p e a k d e cr e as es as β  or ɛ 0  a m plifi es f or all tr a nsi e nt 

θ  c ur v es (s e e Fi g. 5 a) a n d r e v ers e tr e n d h ol ds tr u e f or Fi g. 5 b. Fr o m Fi g. 5 a, it is o bs er v e d t h at 

t h e θ pr ofil e d e cr e as es wit h i n cr e asi n g t h e v al u e of   a n d r e v ers e tr e n d is n ot e d f or ɛ 0 . 

Si mil arl y, t h e θ pr ofil e is r a pi dl y i n cr e asi n g as M i n cr e as es a n d o p p osit e b e h a vi o urs als o 

n oti c e d f or N ( Fi g. 5 b). 

F i g. 6 a- b pr es e nts t h e st e a d y-st at e n o n- di m e nsi o n al θ pr ofil es as a f u n cti o n of r a di al 

c o or di n at e f or v ari o us v al u es of  β & ɛ 0  a n d M & N  a g ai nst R , r es p e cti v el y. T h es e p att er ns b e gi n 

wit h t h e b o u n d ar y v al u e of θ = 1  a n d t h e n r e d u c e t o  z er o . It is o bs er v e d t h at  a n u ps ur g e i n ɛ 0  

r es ult s u ps ur g e i n t h e θ  pr ofil e  a n d r e v ers e tr e n d is n ot e d f or   ( Fi g. 6 a). Si mil ar  tr en ds ar e  

o bs er v e d  f or M  a n d N  (F i g. 6b ), r es p e cti v el y. T h e  p h e n o m e n o n t h at t h e t e m p er at ur e d e cr e as es  

wit h a n i n cr e as e  i n t h e N v al u e is e x pl ai n e d b ef or e. As t h e v al u e of N i n cr e a s es fr o m 0.2  t o 0. 5 

wit h fi x e d M (= 1. 0), t h e t e m p er at ur e d e cr e as es m ar k e dl y. As a r es ult, t h e t h er m al b o u n d ar y 

l a y er t hi c k n ess is d e cr e as e d d u e t o a ris e i n N v al u es. S m all er M a n d l ar g er N v al u es gi v e ri s e 

t o t h e t hi n n er t h er m al b o u n d ar y l a y er, si n c e a s m all er M v al u e i m pli es l ess -s u p pr ess e d 

b o u n d ar y l a y er fl o w, a n d a l ar g er N v al u e m e a ns s m all er t h er m al c o n v e cti o n.   

Fi gs. 7 - 8 ill ustr at es t h e a v er a g e s ki n-fri cti o n a n d h e at tr a ns p ort c o effi ci e nts as a f u n cti o n 

of ti m e ( t) f or v ari o us p ar a m etri c v al u es s u c h as β  & ɛ 0  a n d M & N , r es p e cti v el y. I n Fi g. 7 a,  at 

first t h e  𝑟𝐵  i n cr e as es wit h t, a n d aft er a c ert ai n l a ps e of ti m e, t h e y b e c o m e i n d e p e n d e nt of ti m e 

t hr o ug h o ut t h e tr a nsi e nt p eri o d.  T his is tr u e si n c e t h e b u o y a n c y-i n d u c e d fl o w-fi el d v el o cit y is 

c o m p ar ati v el y s m all at i niti al ti m e- d e p e n d e nt p eri o d, as p er c ei v e d i n Fi g. 3, a n d t h e a v er a g e 

m o m e nt u m tr a ns p ort c o effi ci e nt r e m ai ns s m all, as o bs er v e d i n Fi g. 7. Als o, it is s e e n t h at  𝑇𝑡  

a m plifi es wit h a u g m e nti n g t h e v al u es of ɛ 0  a n d r e v ers e tr e n d is n ot e d f or  . Als o, i n cr e asi n g 

t h e v al u es of β t h e 𝑇 𝑡  d e cr e as es. T his is tr u e si n c e as β i n cr e as es t h e v el o cit y i n cr e as es ( R ef er 

Fi g.  4) a n d t h e t er m ( 1 +
1

β
)  d e cr e as es, w hi c h gi v e t h e d e cr e as e d v el o cit y gr a di e nt a n d c a us es
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d e cr e as e i n 𝑟 𝐵  ( R ef er E q. ( 1 5)). Als o, fr o m Fi g. 7 a it is n oti c e d t h at  𝑇𝑡  u ps ur g es as ɛ 0  u ps ur g es. 

Fi g. 7 b d e m o nstr at es t h at risi n g v al u es of M  a n d N  gi v e t h e d e cr e asi n g v al u e i n  𝑇𝑡  a n d t hi s is 

i n li n e wit h t h e ti m e- d e p e n d e nt v el o cit y pr ofil e m e nti o n e d i n Fi g. 3.  

Fi g s. 8 a a n d 8 b ill ustr at e t h at, i n t h e b e gi n ni n g ti m e, 𝑇 𝑤  d e cr e as es dr asti c all y, t h e n 

sli g htl y i n cr e asi n g a n d a g ai n r e a c h t h e ti m e i n d e p e n d e nt-st at e. Als o, it is n ot e d t h at i niti all y t h e 

𝑇 𝑟  c ur v es c oi n ci d e d wit h e a c h ot h er a n d di v er g e d aft er s o m e ti m e. M or e cl e arl y, t h es e fi g ur es 

s h o w  t h at i n t h e st arti n g ti m e t h e h e at c o n d u cti o n o nl y o c c urs, a n d ar e m or e d o mi n a nt t h a n t h e 

c o n v e cti o n. H er e it is p er c ei v e d t h at  𝜌 𝜕  d e cr e as es wit h a u g m e nti n g v al u es of ɛ 0  a n d r e v ers e 

tr e n d is n ot e d f or β  as s h o w n i n Fi g. 8 a. T his is s a m e as r efl e ct e d i n r e v ers e tr e n d i n t h e tr a nsi e nt 

t e m p er at ur e pr ofil e s h o w n i n Fi g. 5, si n c e 𝐔 𝜕  gi v es t h e n e g ati v e t e m p er at ur e gr a di e nt v al u es 

o n t h e h ot w all ( R ef er E q. 1 6 ). Fr o m Fi g. 8 b it is o bs er v e d t h at as t h e M i n cre as es, t h e eff e ct of 

t h e L or e nt z f or c e o n t h e fl o w fi el d d e cr e as es, a n d h e n c e t h e fl o w v el o cit y i n cr e as es i n t h e 

b o u n d ar y l a y er r e gi o n. T his is ass o ci at e d wit h hi g h er t e m p er at ur e gr a di e nts at t h e w all s, 

r es ulti n g i n hi g h er h e at tr a nsf er r at es. It is o bs er v e d t h at at s h ort ti m es aft er t = 0, t h e a v er a g e 

N uss elt n u m b ers ar e al m ost t h e s a m e f or t h e v ari o us p ar a m et ers w hi c h i n di c at e t h at i niti all y 

t h er e is o nl y h e at c o n d u cti o n. I n cr e asi n g N s p e e ds u p t h e s p ati al d e c a y of t h e t e m p er at ur e fi el d 

n e ar t h e h e at e d s urf a c e, yi el di n g a n i n cr e as e i n t h e r at e of h e at tr a nsf er.   

T h e i nfl u e n c e of t h e diff er e nt fl o w-fi el d p ar a m et ers u p o n e ntr o p y g e n er ati o n ( N s ) 

v ers us ti m e ( t) at t h e l o c ati o n ( 1, 2. 1 0 ) is pr es e nt e d i n Fi gs. 9 a- c. T h e v ari ati o n of C ass o n fl ui d 

p a r a m et er (β ) & vis c o us dissi p ati o n p ar a m et er ( ɛ 0 ) , m a g n eti c p ar a m et er (M ) & r a di ati o n 

p ar a m et er ( N ) a n d gr o u p p ar a m et er (𝑡 𝐔 Θ − 1 ) & Gr as h of n u m b er (Gr ) o n tr a n si e nt N s ar e

d e pi ct e d i n Fi gs. 9 a – 9 c, r es p e cti v el y. Fr o m t h es e pl ot s, it is as c ert ai n e d t h at, i niti all y, t h e N s  

c ur v es i n cr e as e r a di c all y, t h e n d e cr e as es, a g ai n u ps ur g es, r e a c h a t e m p oral p e a k, a n d fi n all y 

b e c o m e i n d e p e n d e nt of ti m e. T h e i m p ort a nt o bs er v ati o n n ot e d h er e is t h at i n t h e b e gi n ni n g of 

ti m e all t h e N s  c ur v es c o n c urr e d wit h e a c h ot h er a n d s plits aft er s o m e ti m e f or all v al u es of 
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c o ntr ol p ar a m et ers. T his i n di c at es t h at at i niti al ti m e l e v els (i. e., t < 0. 2 5) t h e c o n d u cti o n is 

m or e d o mi n at e d t h a n t h e h e at tr a nsf er. Aft er s o m e ti m e, t h er e o c c urs a st a g e w h e n t h e r at e of 

h e at tr a nsf er is s w a y e d b y t h e i nfl u e n c e of fr e e c o n v e cti o n wit h risi n g e ntr o p y pr o d u cti o n 

u p w ar d wit h ti m e. As s o o n as t his tr a nsi e nt p eri o d h as  n e arl y c o m pl et e d  a n d j ust b ef or e 

r e a c hi n g t h e ti m e-i n d e p e n d e nt st at e, t h er e o c c ur o v ers h o ots of t h e e ntr o p y pr ofil e. Fr o m Fi gs. 

9 a a n d 9 c, it is n ot e d t h at t h e N s  i n cr e as es wit h i n cr e asi n g β  or ɛ 0  or 𝑟 𝐵 Θ − 1 or  Gr , r es p e cti v el y. 

Als o, i n Fi g. 9 b it is p er c ei v e d t h at as  M  or N  i n cr e as es t h e tr a nsi e nt e ntr o p y h e at g e n er ati o n 

n u m b er d e cr e as es. Fr o m t h e Fi gs. 9 a a n d 9 b, it is u n d erst o o d t h at t h e ti m e t o a c hi e v e t e m p or al 

p e a k is s a m e f or all i n cr e asi n g v al u es of β  or ɛ 0  or M . Si mil arl y, i n t h e Fi gs. 9 b a n d 9 c, t h e ti m e 

t o att ai n t e m p or al p e a k i n cr e as es as N  i n cr e as es a n d d e cr e as es as 𝑇 𝑡 Θ − 1  or Gr i n cr e as es. I n t h e 

Fi g. 9 c, it is as c ert ai n e d t h at, i niti all y, t h e N s  c ur v es i n cr e as es r a di c all y, t h e n d e cr e as es, a g ai n 

u ps ur g es, r e a c h a t e m p or al p e a k, a n d fi n all y b e c o m e i n d e p e n d e nt of ti m e. It is w ort h t o 

m e nti o n t h at i n t h e b e gi n ni n g of ti m e all t h e N s  c ur v es c o n c urr e d wit h e a c h ot h er a n d s plits 

aft er s o m e ti m e f or all v al u es of c o ntr ol p ar a m et ers. T h e ti m e t a k e n t o att ai n t h e t e m p or al p e a k 

sli g htl y d e cr e as es as 𝑇 𝑡 Θ − 1  or Gr  i n cr e as es. T h us, a m plif yi n g v al u es of Gr as h of n u m b er 

r es ults i n m or e e ntr o p y pr o d u cti o n.  

         T h e si m ul at e d ti m e-i n d e p e n d e nt di m e nsi o nl ess N s  pr ofil e f or diff er e nt  c o ntr ol p ar a m et ers 

s u c h as  β & ɛ 0 , M & N  a n d 𝑇 𝑤 Θ − 1  & Gr  al o n g t h e r a di al dir e cti o n at X  = 1. 0 ar e r e v e al e d i n 

Fi gs. 1 0 a- c, r es p e cti v el y. It is r e m ar k e d t h at as  t h e r a di al p ositi o n i n cr e as es, t h e N s  c ur v es 

dr asti c all y i n cr e as es a n d a c hi e v es t h e p e a k v al u e, t h e n s u d d e nl y d e cr e as es a n d r e a c h es 

m o n ot o ni c all y t o z er o.  H er e it c a n b e n ot e d t h at t h e N s  c ur v es ar e s h ar p e n e d at p e a k v al u e i n 

t h e n ei g h b o ur h o o d of t h e h ot c yli n dri c al w all. H o w e v er, t h e v el o cit y c ur v es g et s m o ot h at p e a k 

v al u e w hi c h is s h o w n i n t h e Fi gs  4 a a n d 4 b. Als o, it is i d e ntifi e d t h at t h e e ntr o p y pr o d u cti o n 

g ets t hi n n er b o u n d ar y l a y er f or all v al u es of c o ntr ol p ar a m et ers.  T his is as a r es ult of hi g h er 

e ntr o p y pr o d u cti o n is o bs er v e d a dj a c e nt t o t h e h ot w all w hi c h yi el ds t hi n n er b o u n d ar y l a y er. 
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Fr o m Fi g. 1 0 a, it is p er c ei v e d t h at f or a u g m e nti n g t h e v al u es of β , t h e st e a d y-st at e N s  c ur v es 

i ncr e as e i n t h e i nt er v al 𝑟  ∈  [ 1, 1. 4 5 ] t h e n d e cr e as es w h e n R  > 1. 4 5 a n d f or a u g m e nti n g v al u es 

of ɛ 0 , t h e st e a d y-st at e N s  c ur v es d e cr e as e (i. e., i n t h e i nt er v al 𝐵  ∈  [ 1, 1. 6] ) , t h e n i n cr e as es 

w h e n R  > 1. 6. T his is b e c a us e of a  r e d u cti o n i n t h e h e at tr a ns p ort c o effi ci e nt n e ar t o t h e 

tr o pi c al r e gi o n c a us es d e cr e as e i n N s  ( R ef er Fi g. 8 a). Fr o m Fi g. 1 0 b, t h e e ntr o p y pr ofil es ar e 

n oti c e d t o b e d e cr e asi n g wit h i n cr e as e v al u e of M  or N . It is o bs er v e d t h at as M  or N u ps ur g es 

t h e e ntr o p y c ur v es c oi n ci d e d wit h e a c h ot h er h a vi n g a sli g ht v ari ati o n as R  a m plifi es fr o m 

R mi n = 1 . Fr o m Fi gs 1 0 a a n d 1 0 b, it is i d e ntifi e d t h at t h e ti m e t a k e n t o a c hi e v e t h e st e a d y-st at e 

d e cr e as es as ɛ 0 , u ps ur g es, a n d f or t h e β  or M  or N  t his tr e n d is r e v ers e d. Fi g. 1 0 c r e v e al t h at i n 

t h e n ei g h b o ur h o o d of a  h ot c yli n dri c al w all, t h e e ntr o p y i n cr e as es r a pi dl y, t h e n d e cr e as e 

dr asti c all y, a n d a p pr o a c h t o z er o al o n g t h e r a di al c o or di n at e. It is als o n ot e d t h at f or 

a u g m e nti n g v al u es of 𝑇 𝑡 Θ − 1  or Gr , t h e Ns c ur v es i n cr e as es ( Fi g. 1 0 c). T h is is b e c a us e t h e 

e ntr o p y pr o d u cti o n d u e t o t h e fl ui d fri cti o n i n cr e as es f or l ar g er v al u es of Gr as h of n u m b er or 

gr o u p p ar a m et er. Als o, it is m e nti o n e d t h at t h e ti m e n e e d e d t o att ai n st e a d y-st at e ris es f or 

risi n g v al u es of 𝑇 𝑡 Θ − 1  or Gr  (s e e, Fi g. 1 0 c).

T h e i nfl u e n c e of t h e diff er e nt fl o w-fi el d p ar a m et ers u p o n B ej a n n u m b er ( B e ) v ers us 

ti m e (t) at t h e l o c ati o n ( 1, 2. 1 0) ar e pr es e nt e d i n Fi gs. 1 1 a- c. T h e v ari ati o n of C ass o n fl ui d 

p ar a m et er ( β ) , vis c o us dissi p ati o n p ar a m et er (ɛ 0 ) , m a g n ati c p ar a m et er (M ), R a di ati o n 

p ar a m et er ( N ), gr o u p p ar a m et er (𝑇 𝑤 Θ − 1 ) a n d Gr as h of n u m b er ( Gr ) o n a  tr a nsi e nt ( B e) ar e 

d e pi ct e d i n Fi gs. 1 1 a  – 1 1 c, r es p e cti v el y. T h es e d at a s h o w t h at i niti all y B e  st art wit h z er o 

v al u e, i n cr e as es dr asti c all y wit h ti m e a n d att ai ns t h e p e a k v al u e, t h e n dr o ps m ar gi n all y, a n d 

fi n all y b e c o m es i n d e p e n d e nt of ti m e aft er sli g ht fl u ct u ati o n. Fr o m Fi g. 1 1 a, it is s e e n t h at as  β  

or ɛ 0  a m plifi es t h e B ej a n n u m b er u ps ur g es. Fr o m Fi g.  1 1 b it is vi e w e d t h at i n cr e asi n g M  or N  

gi v es t h e d e cr e asi n g v al u es i n B e . T h e i m p ort a nt o bs er v ati o n i n t h es e Fi gs. 1 1 a a n d 1 1 b is t h at 

t h e ti m e t a k e n t o r e a c h t e m p or al p e a k u ps ur g es as  ɛ 0  or M  i n cr e as es a n d r e v ers e tr e n d is 

n oti c e d 
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f or  β  or N .  Fr o m t h e Fi g s. 1 1 c, it is cl e ar t h at, as 𝑟 𝐵 Θ − 1  or Gr  ris es, t h e B ej a n n u m b er 

u ps ur g es. H er e, t h e n ot a bl e r e m ar k i n t h es e fi g ur es is t h e ti m e t o att ai n t e m p or al p e a k, a n d 

ti m e-i n d e p e n d e nt st at e is al m ost si mil ar as Gr  or 𝑇 𝑡 Θ − 1  u ps ur g es.

Fi g. 1 2 d e m o nstr at es t h e ti m e-i n d e p e n d e nt st at e B e  a g ai nst t h e r a di al dir e cti o n at X  = 

1. 0 f or v ari o us p ar a m et er v al u es. T h e eff e cts of  β & ɛ 0 , M & N  a n d 𝑇 𝑡 Θ − 1  & Gr  o n B e  al o n g 

t h e r a di al dir e cti o n at X  = 1. 0 ar e s h o w n i n Fi gs. 1 2 a- c, r es p e cti v el y. H er e i n all t h es e fi g ur es, 

t h e st e a d y-st at e c h ar a ct eristi cs of B ej a n n u m b er ar e al m ost si mil ar t o ti m e-i n d e p e n d e nt st at e 

e ntr o p y g e n er ati o n ( N s ) w hi c h is s h o w n i n t h e Fi gs. 1 0 a – 1 0 c. Fr o m Fi g. 1 2 a as β  or ɛ 0  

i n cr e as es it is s e e n t h at t h e st e a d y-st at e B e  i n cr e as e d i n t h e i nt er v al 𝑇  ∈  ( 1,  5. 6 ) , d e cr e as es i n 

t h e i nt er v al 𝑤  ≥  5. 6.  Si mil arl y, i n t h e Fi gs. 1 2 b a n d 1 2 c, it is n ot e d t h at f or a u g m e nti n g v al u es 

of M  or N  a n d 𝑇 𝑟 Θ − 1  or Gr , t h e B e c ur v es i n cr e as es . Fr o m Fi gs. 1 0 a n d 1 2, it is cl e arl y 

e vi d e nt t h e st e a d y-st at e e ntr o p y pr o d u cti o n is m or e t h a n t h e B ej a n n u m b er n e ar t h e w all. T his 

c o nfir ms t h at s m all er B e  yi el ds a n i n cr e as e i n N 2 , i. e., N 1  < N 2  ( R ef er e q u ati o n ( 2 1)) a n d t h us 

irr e v ersi bilit y d u e t o h e at tr a nsf er is d o mi n at e d b y fl ui d fri cti o n w hi c h gi v es m or e e ntr o p y 

pr o d u cti o n i n t h e vi ci nit y of  t h e pl at e.  

Fi gs. 1 3 a- c r e pr es e nts t h e e ntr o p y li n es f or diff er e nt v al u es of β , ɛ 0 , M , N , 𝜌 𝜕 Θ − 1  a n d 

Gr . I n Fi g. 1 3 a, t h e v ari ati o n of β is s h o w n b et w e e n (i) a n d (ii); & ɛ 0  b et w e e n (ii) a n d (iii). 

Si mil arl y, i n Fi g. 1 3 b, t h e v ari ati o n of t h e M  is s h o w n b et w e e n (i) a n d (ii); & N b et w e e n (ii) 

a n d (iii). Als o i n Fi g. 1 3 c, t h e v ari ati o n of  𝐔 𝜕 Θ − 1  is s h o w n b et w e e n (i) a n d (ii); & Gr  

b et w e e n

(ii) a n d (iii). F e w i m p ort a nt o bs er v ati o ns ar e n ot e d h er e fr o m all t h es e fi g ur es. T h e v ari ati o n of

e ntr o p y li n es o c c urs v er y cl os e t o t h e h ot c yli n d er w all f or i n cr e asi n g t h e v al u es of   β , ɛ 0 , M , 

N , 𝑡 𝐔 Θ − 1  a n d Gr . Fr o m Fi gs. 1 3 a a n d 1 3 c [(i), (ii) a n d (iii)] it c a n b e o bs er v e d t h at, t h e 

e ntr o p y li n es m o vi n g a w a y fr o m t h e h ot w all as β , ɛ 0 , M , N , 𝐔 𝜌 Θ − 1  a n d Gr  i n cr e as es. 

Si mil arl y, i n Fi g. 1 3 b [(i), (ii) & (iii)], t h e e ntr o p y li n es b e c o mi n g cl os e t o t h e h ot w all as M  

or N  i n cr e as es. T h e 
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e ntr o p y pr o d u cti o n o c c urs i n t h e n ei g h b o ur h o o d of t h e h ot c yli n d er w all f or all v al u es of β , ɛ 0 , 

M , N , 𝑟 𝐵 Θ − 1  a n d Gr.

I n t h e s a m e w a y, t h e B ej a n li n es f or diff er e nt v al u es of c o ntr ol p ar a m et ers ar e s h o w n 

i n Fi gs. 1 4 a – 1 4 c. F or all v al u es of β , ɛ 0 , M , N , 𝑇 𝑡 Θ − 1  a n d Gr , it is o bs er v e d t h at t h e 

v ari ati o n of B ej a n li n es o c c ur i n t h e pr o xi mit y of t h e h ot c yli n dri c al w all o nl y. Fr o m Fi g. 1 4 a 

it is s e e n t h at, t h e B ej a n li n es ar e b e c o mi n g cl os er t o t h e h ot w all as β  i n cr e as es a n d r e v ers e 

tr e n d is n oti c e d f or ɛ 0 . Als o, i n Fi gs. 1 4 b a n d 1 4 c t h e B ej a n li n es b e c o mi n g cl os e t o t h e h ot 

w all as M  or N  or 𝑇 𝑡 Θ − 1  or Gr  i n cr e as es. H e n c e, t h e B ej a n pr o d u cti o n o c c urs i n t h e 

n ei g h b o ur h o o d of t h e h ot c yli n d er w all o nl y. 

         T a bl es 3 a- b t a b ul at es t h e diff er e n c es b et w e e n C ass o n a n d N e wt o ni a n fl ui d fl o ws f or t h e 

fl o w-fi el d v ari a bl es wit h t h eir t e m p or al p e a k a n d t h e ti m e-i n d e p e n d e nt st at e v al u es f or β , ɛ 0 , 

M , N , 𝑇 𝑤 Θ − 1  a n d Gr , r es p e cti v el y. F or a  C ass o n fl ui d, all fl o w c o ntr ol p ar a m et ers e x c e pt 

m a g n eti c p ar a m et er, t h e ti m e r e q uir e d t o att ai n t h e t e m p or al p e a k is hi g h er t h a n t h e us u al 

N e wt o ni a n fl ui d. Si mil arl y, t h e st e a d y-st at e ti m e of N e wt o ni a n fl ui d f or U , θ , N s  a n d B e  is 

m or e c o m p ar e d t o t h e C ass o n fl ui d. Als o, t h e p e a k v el o cit y v al u es o c c ur at 𝑇  =  1. 0  f or all 

c o ntr ol p ar a m et ers a n d t h es e v al u es of C ass o n fl ui d ar e s m all er c o m p ar e d wit h t h os e of 

N e wt o ni a n fl ui d.  

       T a bl es 4 a- b s u m m ari z e d t h e a v er a g e m o m e nt u m a n d h e at tr a ns p ort c o effi ci e nts of C ass o n 

fl ui d a n d N e wt o ni a n fl ui d f or v ari o us n o n- di m e nsi o n al p ar a m et ers, r es p e cti v el y. Fr o m T a bl es 

4 a a n d 4 b, it is o bs er v e d t h at t h e v al u es of t h e s ki n-fri cti o n c o effi ci e nt of C ass o n fl ui d ar e 

l ar g er c o m p ar e d t o t h e N e wt o ni a n fl ui d w hil e t h e o p p osit e tr e n d is e vi d e nt i n a v er a g e N uss elt 

n u m b er. H e n c e, t h e c h ar a ct eristi cs of a v er a g e m o m e nt u m a n d h e at tr a ns p ort c o effi ci e nts of 

C ass o n fl ui d si g nifi c a ntl y v ar y fr o m t h at of t h e N e wt o ni a n fl ui d. 

          Fi gs. 1 5 a a n d 1 5 b ill ustr at e t h e U  a n d θ  c o nt o urs f or C ass o n a n d N e wt o ni a n fl ui d fl o ws, 

r es p e cti v el y. At a n y gi v e n p oi nt of l o c ati o n i n 2 D-r e ct a n g ul ar r e gi o n, i. e. 0  <  𝑟  ≤  1. 0,  1  <
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𝑟 ≤ 4. 0 5 , t h e v el o cit y of t h e C ass o n fl ui d fl o w is o bs er v e d t o b e s m all er t h a n t h e N e wt o ni a n 

fl ui d fl o w. W hil e t h e r e v ers e tr e n d is n oti c e d f or t h e t e m p er at ur e fil e d at a n y l o c ati o n i n t h e ( X , 

R ) c o or di n at e s yst e m  e x c e pt t h e b o u n d ar y p oi nt s ( X  = 0, R  = 1 & R  = 2 0) . Als o, t h e ti m e -

i n d e p e n d e nt st at e v el o cit y a n d t e m p er at ur e c o nt o urs f or a C ass o n fl ui d ar e sli g htl y diff er e nt 

fr o m t h e d e ns er m o m e nt u m a n d t h er m al b o u n d ar y l a y ers of N e wt o ni a n  fl ui ds , r es p e cti v el y. 

5 . C o n cl u di n g r e m a r ks

T h e distri b uti o n of e ntr o p y g e n er ati o n d u e t o t h e t h er m al r a di ati v e h e at tr a nsf er f or 

ti m e- d e p e n d e nt fl o w of a h y dr o m a g n eti c C ass o n fl ui d p ast a u nif or ml y h e at e d v erti c al c yli n d er 

h as b e e n st u di e d n u m eri c all y. T h e Cr a n k- Ni c ol s o n t e c h ni q u e is a p pli e d t o el u ci d at e t h e 

g o v er ni n g fl o w-fi el d m at h e m ati c al e q u ati o ns. T h e e ntr o p y g e n er ati o n a n d B ej a n n u m b er s f or 

t h er m al r adi ati o n, i n cl u di n g t h e eff e cts of M H D ar e d eri v e d a n d e v al u at e d wit h t h e h el p of fl o w 

v a ri a bl es. T h e i nfl u e n c e s of a v er a g e v al u es of m o m e nt u m a n d h e at tr a ns p ort c o effi ci e nts, 

e ntr o p y g e n er ati o n a n d B ej a n n u m b er, as w ell as t h e st e a d y-st at e fl o w v ari a bl es ar e dis c uss e d 

i n d et ail. I n t h e pr es e nt st u d y, t h e eff e ct of t h e C ass o n fl ui d p ar a m et er, vis c o us dissi p ati o n 

p a r a m et er, m a g n eti c p ar a m et er, r a di ati o n p ar a m et er, gr o u p p ar a m et er a n d t h e Gr as h of n u m b er 

o n e ntr o p y g e n er ati o n a n d B ej a n n u m b ers ar e d e m o nstr at e d a n d a n al ys e d. F e w i m p ort a nt 

c o n cl usi o ns ar e li st e d b el o w: 

1. T h e ti m e t o a c c o m plis h t h e st e a d y-st at e f or U , θ , N s a n d B e  a m plifi es as β  or M  or N or

𝐵 𝑇 Θ − 1  or Gr  u ps ur g es  a n d t h e r e v ers e tr e n d is o bs e r v e d f or ɛ 0 .

2. T h e v el o cit y i n cr e as es a n d t e m p er at ur e d e cr e as e wit h risi n g t h e v al u es of β . Als o, t h e 𝑡𝑇

d e cr e as es wit h a u g m e nti n g v al u es of β . Si mil arl y, t h e 𝑡 𝑇  i n cr e as es wit h i n cr e asi n g v al u es 

of β . 

3. E ntr o p y h e at g e n er ati o n p ar a m et er a n d B ej a n n u m b er i n cr e as es f or i n cr e a si n g v al u es of β

or ɛ 0  or 𝑤 𝑇 Θ − 1  or Gr  a n d t h e r e v ers e tr e n d is s e e n f or M or N.

A C C E P T E D M A N U S C RI P T



2 2  

4. T h e ti m e t o att ai n t h e t e m p or al p e a k f or N s  is s a m e as β  or ɛ 0  ris es. Als o, it d e cr e as es f or

i n cre asi n g v al u es of 𝑟 𝐵 Θ − 1  a n d Gr .

5. T h e tr a nsi e nt a n d st e a d y- st at e r es ult s of fl o w v ari a bl es, a v er a g e h e at a n d m o m e nt u m

tr a ns p ort c o effi ci e nts, e ntr o p y pr o d u cti o n, B ej a n n u m b er f or n o n- N e wt o ni a n C ass o n fl ui d

diff ers wit h t h e N e wt o ni a n fl ui ds.

N o m e n cl at u r e 

B e         di m e nsi o nl ess B ej a n n u m b er  

𝑇 0         ap pli e d m a g n eti c fi el d ( k g. s - 2. A- 1) 

Br        Bri n k m a n n u m b er 

B          m a g n eti c fl u x ( W b) 

𝑡 𝑇           s p e cifi c h eat at c o n st a nt pr ess ur e (J. k g - 1. K- 1) 

E           el e ctri c fi el d ( V. m- 1) 

𝑡 𝑇          di m e nsi o nl ess a v er a g e m o m e nt u m tr a ns p ort c o effi ci e nt 

g            a c c el er ati o n d u e t o gr a vit y ( m.s - 2) 

Gr         Gr as h of n u m b er 

H          m a g n eti c fi el d ( k g. s- 2. A- 1) 

J            c urr e nt d e nsit y ( A. m-2 ) 

k            t h er m al c o n d u cti vit y (k g m s – 3 K – 1 ) 

M           m a g n eti c p ar a m et er  

N r a di ati o n p ar a m et er  

N s          di me nsi o nl ess e ntr o p y h e at g e n er ati o n n u m b er  

𝑤 𝑇         di m e nsi o nl ess a v er a g e h e at tr a ns p ort c o effi ci e nt 

Pr           Pr a n dtl n u m b er 

p            fl ui d pr ess ur e ( k g. m- 1. s- 2) 
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𝑟 𝐵           r a di ati v e h e at fl u x ( k g. s- 3) 

U            v el o cit y v e ct or ( m.s- 1) 

𝑇𝑡            r a di us of t h e c yli n d er ( m) 

𝑇′            ti m e (s) 

t  di m e nsi o nl ess ti m e 

𝑡 ′           t e m p er at ur e ( K) 

𝑇 𝑤 𝑇          s h e ar str ess t e ns or ( k g. m - 1. s- 2) 

x  a xi al c o or di n at e ( m) 

r  r a di al c o or di n at e ( m) 

u, v         v el o cit y c o m p o n e nts i n (x , r) co or di n at e s yst e m ( m.s- 1) 

X         di m e nsi o nl ess a xi al c o or di n at e 

R          di m e nsi o nl ess r a di al c o or di n at e 

U,  V       di m e nsi o nl ess v el o cit y c o m p o n e nts i n X , R  dir e cti o ns,  r es p e cti v el y 

Gr e e k l ett ers 

θ          di m e nsi o nl ess t e m p er at ur e 

𝑟          t h er m al diff usi vit y (m 2 s – 1 ) 

β          Cass o n fl ui d p ar a m et er  

ɛ 0        vis c o us dissi p ati o n p ar a m et er 

𝜌 𝜕        v ol u m etri c c o effi ci e nt of t h er m al e x p a nsi o n ( K- 1) 

 σ         el e ctri c al c o n d u cti vit y of t h e fl ui d  ( k g-1 . m-3 . s 3 . A2 ) 

  ∗       m e a n a bs or pti o n c o effi ci e nt  (k g -1 . m-3 . s3 . W) 

σ  ∗        St ef a n -B olt z m a n n c o nst a nt  ( W. m-2 . K-4 ) 

𝐔          d ensit y ( k g m – 3 ) 

   ki n e m ati c vis c osit y ( m2 . s- 1)

𝜕          vis c osit y of t h e fl ui d ( k g. m- 1. s- 1)
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Θ          di m e nsi o nl ess t e m p er at ur e diff er e n c e 

𝑟 𝐵 Θ − 1   di m e nsi o nl ess gr o u p p ar a m et er

S u bs c ri pt s 

w           w all c o n diti o ns 

l, m       gri d l e v els i n ( X, R) c o or di n at e s yst e m 

∞           a m bi e nt c o n diti o ns 

S u p ers cri pt 

n         ti m e l e v el 

A c k n o wl e d g e m e nts  

          T h e t hir d a ut h or wis h es t o t h a n k D S T-I N S PI R E ( C o d e N o. I F 1 6 0 0 2 8) f or t h e gr a nt of 

r es e ar c h f ell o ws hi p a n d t o C e ntr al U ni v ersit y of K ar n at a k a f or pr o vi di n g t h e r es e ar c h f a ciliti es. 

R ef e r e n c es 

1. S p arr o w, E. M. a n d Gr e g g, J. L.: L a mi n ar fr e e c o n v e cti o n h e at tr a nsf er fr o m t h e

o ut er s urf a c e of a v erti c al cir c ul ar c yli n d er. A S M E J o ur n al of H e at Tr a nsf er 7 8( 8), 1 8 2 3-

1 8 2 9 ( 1 9 5 6).

2. L e e, H. R., C h e n, T. S. a n d Ar m al y, B. F.: N at ur al c o n v e cti o n al o n g sl e n d er v erti c al

c yli n d ers wit h v ari a bl e s urf a c e t e m p er at ur e. A S M E J o ur n al of H e at Tr a nsf er 1 1 0, 1 0 3-

1 0 8( 1 9 8 8).

3. R a ni, H. P. a n d R e d d y, G. J.: S or et a n d D uf o ur eff e cts o n tr a nsi e nt d o u bl e diff usi v e fr e e

c o n v e cti o n of c o u pl e-str ess fl ui d p ast a v erti c al c yli n d er. J o ur n al of A p pli e d Fl ui d

M e c h a ni cs 6( 4), 5 4 5- 5 5 4 ( 2 0 1 3).

4. Hirs c h h or n, J., M a ds e n, M., M astr o b er ar di n o, A. a n d Si d di q u e, J. I.: M a g n et o h y dr o d y n a mi c

b o u n d ar y l a y er sli p fl o w a n d h e at tr a nsf er of p o w er l a w fl ui d o v er a fl at pl at e. J o ur n al of

A p pli e d Fl ui d M e c h a ni cs 9( 1), 1 1- 1 7 ( 2 0 1 6).
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5. D as h, R. K., M e ht a, K. N. a n d J a y ar a m a n, G.: C ass o n fl ui d fl o w i n a pi p e fill e d wit h a 

h o m o g e n e o us p or o us m e di u m. I nt er n ati o n al J o ur n al of E n gi n e eri n g S ci e n c e 3 4, 1 1 4 5- 1 1 5 6 

( 1 9 9 6).

6. A b b as, Z., S h ei k h, M. a n d M ots a, S. S.: N u m eri c al s ol uti o n of bi n ar y c h e mi c al 

r e a cti o n o n st a g n ati o n p oi nt fl o w of C ass o n fl ui d o v er a str et c hi n g/s hri n ki n g s h e et 

wit h t h er m al r a di ati o n. E n er g y 9 5, 1 2- 2 0 ( 2 0 1 6).

7. M ust af a, M., H a y at, T., P o p, I. a n d H e n di, A.: St a g n ati o n- p oi nt fl o w a n d h e at 

tr a nsf er of a C ass o n fl ui d t o w ar ds a str et c hi n g s h e et. Z eits c hrift f ur N at urf ors c h u n g 

6 7, 7 0- 7 6 ( 2 0 1 2).

8. M yt hili, D. a n d Si v ar aj, R.: I nfl u e n c e of hi g h er or d er c h e mi c al r e a cti o n a n d n o n u nif or m h e at 

s o ur c e/si n k o n C ass o n fl ui d fl o w o v er a v erti c al c o n e a n d fl at pl at e. J o ur n al of M ol e c ul ar 

Li q ui ds 2 1 6, 4 6 6- 4 7 5 ( 2 0 1 6).

9. D as, M., M a h at o, R. a n d N a n d k e ol y ar, R.: N e wt o ni a n h e ati n g eff e ct o n u nst e a d y 

h y dr o m a g n eti c C ass o n fl ui d fl o w p ast a fl at pl at e wit h h e at a n d m ass tr a nsf er. Al e x a n dri a 

E n gi n e eri n g J o ur n al 5 4, 8 7 1- 8 7 9 ( 2 0 1 5).

1 0. N a d e e m, S., H a q, R. U. a n d L e e, C.: M a g n et o h y dr o d y n a mi c fl o w of a C ass o n 

fl ui d o v er a n e x p o n e nti all y s hri n ki n g s h e et. S ci e nti a Ir a ni c a 1 9, 1 5 5 0- 1 5 5 3 ( 2 0 1 2).

1 1. R aj u, C. S. K., H o q u e, M. M., A ni k a, N. N., M a m at h a, S. U., S h ar m a, P., 

N at ur al c o n v e cti v e h e at tr a nsf er a n al ysis of M H D u nst e a d y C arr e a u n a n ofl ui d o v er a c o n e 

p a c k e d wit h all o y n a n o p arti cl es. P o w d er T e c h n ol o g y, 3 1 7, 4 0 8- 4 1 6 ( 2 0 1 7).

1 2. R aj u, C. S. K., H o q u e, M. M., Si v as a n k ar, T., R a di ati v e fl o w of C ass o n fl ui d o v er 

m o vi n g w e d g e wit h g yr ot a cti c mi cr o or g a nis m. A d v a n c e d P o w d er T e c h n ol o g y, 2 8, 5 7 5- 5 8 

( 2 0 1 7).

1 3. B ej a n, A.: T h e C o n c e pt of Irr e v ersi bilit y i n H e at E x c h a n g er D esi g n: C o u nt erfl o w 

H e at E x c h a n g ers f or G as-t o - G as A p pli c ati o ns. A S M E J o ur n al of H e at Tr a nsf er 9 9, 

3 7 4- 3 8 0 ( 1 9 7 7).
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1 4. Gi a n g as p er o, G. a n d S ci u b b a, E: A p pli c ati o n of t h e e ntr o p y g e n er ati o n mi ni mi z ati o n 

m et h o d t o a s ol ar h e at e x c h a n g er: A ps e u d o- o pti mi z ati o n d esi g n pr o c ess b as e d o n t h e 

a n al ysis of t h e l o c al e ntr o p y g e n er ati o n m a ps.  E n er g y 5 8, 5 2- 6 5 ( 2 0 1 3).

1 5. B a d es c u, V.: O pti m al p at hs f or mi ni mi zi n g l ost a v ail a bl e w or k d uri n g us u al h e at tr a nsf er 

pr o c ess es. J o ur n al of N o n- E q uili bri u m T h er m o d y n a mi cs 2 9, 5 3- 7 3 ( 2 0 0 4).

1 6. K o c k u m, H. a n d J er n q vist, A: E ntr o p y g e n er ati o n i n m ultifi el d fl o ws: E q u ati o ns a n d 

E x a m pl es of A p pli c ati o ns. I nstit uti o n of C h e mi c al E n gi n e ers Tr a ns I C h e m E 7 6, 2 1 2- 2 2 2 

( 1 9 9 8).

1 7. B ej a n, A.: A st u d y of e ntr o p y g e n er ati o n i n f u n d a m e nt al c o n v e cti v e h e at tr a nsf er.  J o ur n al  

of H e at Tr a nsf er 1 0 1, 7 1 8- 7 2 5 ( 1 9 7 9).

1 8. B ej a n, A.: S e c o n d l a w a n al ysis i n h e at tr a nsf er. E n er g y 5, 7 2 0- 7 3 2 ( 1 9 8 0).

1 9. B ej a n, A.: S e c o n d l a w a n al ysis i n h e at tr a nsf er a n d t h er m al d esi g n. A d v a n c es i n H e at 

Tr a nsf er 1 5, 1 – 5 8 ( 1 9 8 2).

2 0. O mi d M a hi a n, H a k a n O zt o p, I o a n P o p, S h o h el M a h m u d, S o m c h ai W o n g wis es: E ntr o p y 

g e n er ati o n b et w e e n t w o v erti c al c yli n d ers i n t h e pr es e n c e of M H D fl o w s u bj e ct e d t o 

c o nst a nt w all t e m p er at ur e. I nt er n ati o n al C o m m u ni c ati o ns i n H e at a n d M ass Tr a nsf er 4 4, 

8 7 – 9 2 ( 2 0 1 3).

2 1. A d n a n S a e e d B utt, Asif Ali: E ntr o p y a n al ysis of m a g n et o h y dr o d y n a mi c fl o w a n d h e at- 

tr a nsf er d u e t o a str et c hi n g c yli n d er. J o ur n al of T ai w a n I nstit ut e of C h e mi c al E n gi n e ers 4 5,

7 8 0- 7 8 6 ( 2 0 1 4).

2 2. S ufi a n M u n a w ar, Asif Ali, A h m er M e h m o o d: T h er m al a n al ysis of t h e fl o w o v er a n os cil- 

l at or y str et c hi n g c yli n d er. P h ysi c a S cri pt a 8 6( 2), 0 6 5- 4 0 1 ( 2 0 1 2).

2 3. A d n a n S a e e d B utt, Asif Ali, A h m er M e h m o o d: N u m eri c al i n v esti g ati o n of m a g n eti c fi el d 

eff e cts o n e ntr o p y g e n er ati o n i n vis c o us fl o w o v er a str et c hi n g c yli n d er e m b e d d e d i n a 

p or o us m e di u m. E n er g y 9 9, 2 3 7- 2 4 9 ( 2 0 1 6).
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2 4. B ass a m A. K. A b u- Hijl e h: N at ur al c o n v e cti o n h e at tr a nsf er a n d e ntr o p y g e n er ati o n fr o m a 

h ori z o nt al c yli n d er wit h b affl es. A S M E J o ur n al of H e at Tr a nsf er 1 2 2( 4), 6 7 9- 6 9 2 ( 2 0 0 0).

2 5. B ass a m A. K. A b u- Hijl e h: N at ur al c o n v e cti o n a n d e ntr o p y g e n er ati o n fr o m a c yli n d er wit h 

hi g h c o n d u cti vit y fi ns. N u m eri c al H e at Tr a nsf er, P art A 3 9, 4 0 5- 4 3 2 ( 2 0 0 1).

2 6. B ass a m A. K. A b u- Hijl e h, B. A/ K.: E ntr o p y g e n er ati o n d u e t o cr oss-fl o w h e at tr a nsf er fr o m 

a c yli n d er c o v er e d wit h a n ort h otr o pi c p or o us l a y er. H e at a n d M ass Tr a nsf er 3 9, 2 7- 4 0 

( 2 0 0 2).

2 7. Mir z a z a d e h M, S h af a ei A, R as hi di F: E ntr o p y a n al ysis f or n o n-li n e ar vis c o el asti c fl ui d i n 

c o n c e ntri c r ot ati n g c yli n d ers.  I nt er n ati o n al J o ur n al of T h er m al S ci e n c e 4 7( 1 2), 

1 7 0 1- 1 7 1 1( 2 0 0 8).

2 8. M a hi a n O, M a h m u d S, H eris S Z.: A n al ysis of e ntr o p y g e n er ati o n b et w e e n c o- r ot ati n g 

c yli n d ers usi n g n a n ofl ui d.  E n er g y 4 4( 1), 4 3 8- 4 4 6 ( 2 0 1 2).

2 9. B ass a m A. K. A b u- Hijl e h, W al e e d N. H eil e n: E ntr o p y g e n er ati o n d u e t o l a mi n ar n at ur al 

c o n v e cti o n o v er a h e at e d r ot ati n g c yli n d er. I nt er n ati o n al J o ur n al of H e at a n d M ass Tr a nsf er 

4 2, 4 2 2 5- 4 2 3 3( 1 9 9 9).

3 0. Ji a Qi n g, M u h a m m a d M u b as hir B h atti, M u n a w w ar Ali A b b as, M o h a m m a d M e h di R as hi di 

a n d M o h a m e d El- S a y e d Ali:  E ntr o p y g e n er ati o n o n M H D C ass o n n a n ofl ui d fl o w o v er a 

p or o us str et c hi n g/s hri n ki n g s urf a c e. E ntr o p y  1 8( 4), 1- 1 4 ( 2 0 1 6).

3 1. Sri ni v as J a n gili, N a g ar aj u G ajj el a, A n w ar B e g O.: M at h e m ati c al m o d eli n g of e ntr o p y 

g e n er ati o n i n m a g n eti z e d mi cr o p ol ar fl o w b et w e e n c o-r ot ati n g c yli n d ers wit h i nt er n al h e at 

g e n er ati o n.  Al e x a n dri a E n gi n e eri n g J o ur n al 5 5, p p. 1 9 6 9 – 1 9 8 2 ( 2 0 1 6).

3 2. A d n a n S a e e d B utt a n d Asif Ali: E ntr o p y a n al ysis of m a g n et o h y dr o d y n a mi c fl o w a n d h e at 

tr a nsf er d u e t o a str et c hi n g c yli n d er. J o ur n al of t h e T ai w a n I nstit ut e of C h e mi c al E n gi n e ers, 

4 5 p p. 7 8 0 – 7 8 6( 2 0 1 4).

A C C E P T E D M A N U S C RI P T



2 8  

3 3. O mi d M a hi a n, H a k a n O zt o p, I o a n P o p, S h o h el M a h m u d a n d S o m c h ai W o n g wis es : E ntr o p y

g e n er ati o n b et w e e n t w o v erti c al c yli n d ers i n t h e pr es e n c e of M H D fl o w s u bj e ct e d t o

c o nst a nt w all t e m p er at ur e.  I nt er n ati o n al C o m m u ni c ati o ns i n H e at a n d M a ss Tr a nsf er, 4 4,

p p. 8 7 – 9 2 ( 2 0 1 3).

3 4. R a m a n a M urt h y, J. V., a n d Sri ni v as, J.: T h er m o d y n a mi c s e c o n d l a w a n al ysis of r a di ati v e

h e at tr a nsf er i n  t w o i m mi s ci bl e mi cr o p ol ar fl ui ds i n a c h a n n el. P r o c e e di n gs of t h e 2 2 n d

N ati o n al a n d 1 1 t h I nt er n ati o n al I S H M T- A S M E H e at a n d M ass Tr a nsf er C o nf er e n c e

( H M T C 1 3 0 0 1 1 3), p p. 1- 9 ( 2 0 1 3).

3 5. G uill er m o I b á ñ e z, Ar a c el y L ó p e z, J o el P a nt oj a a n d J o el M or eir a: E ntr o p y g e n er ati o n

a n al ysis of a n a n ofl ui d fl o w i n M H D p or o us mi cr o c h a n n el wit h h y dr o d y n a mi c sli p a n d

t h er m al r a di ati o n. I nt er n ati o n al J o ur n al of H e at a n d M ass Tr a nsf er, 1 0 0, p p. 8 9 - 9 7( 2 0 1 6).

3 6. T a m o or, M., W a q as, M., Ij a z K h a n, M., A h m e d Al s a e di, H a y at, T. : M a g n et o h y dr o d y n a mi c

fl o w of C ass o n fl ui d o v er a str et c hi n g c yli n d er. R e s ult s i n P h ysi cs, 7, p p. 4 9 8 – 5 0 2( 2 0 1 7).

3 7. Kris h n e n d u B h att a c h ar y y a:  M H D st a g n ati o n -p oi nt f l o w of C ass o n fl ui d a n d h e at tr a nsf er

o v er a str et c hi n g s h e et wit h t h er m al r a di ati o n . J o ur n al of T h er m o d y n a mi cs, J o ur n al of

T h er m o d y n a mi cs,  2 0 1 3,  1 - 9 ( 2 0 1 3) .

3 8. A h m e d,  N .: B u o y a n c y  i n d u c e d  M H D tr a nsi e nt  m ass tr a nsf er 

fl o w wit h t h er m al r a di ati o n. Al e x a n dri a E n gi n e eri n g J o ur n al  5 5 ( 3), 2 3 2 1 – 2 3 3 1 ( 2 0 1 6). 

3 9. G n a n es w ar a R e d d y, M.: U nst e a d y r a di ati v e- c o n v e cti v e b o u n d ar y-l a y er fl o w

of a C ass o n fl ui d wit h v ari a bl e t h er m al c o n d u cti vit y.  J o ur n al of E n gi n e eri n g P h ysi cs a n d

T h er m o p h ysi cs, 8 8( 1), p p. 2 4 0- 2 5 1( 2 0 1 5).

4 0. C ass o n, N.: A fl o w e q u ati o n f or pi g m e nt oil s us p e nsi o ns of t h e pri nti n g i n k t y p e. I n:

R h e ol o g y of dis p ers e s yst e ms. Mill C C ( E d.) P er g a m o n Pr ess, O xf or d 8 4 – 1 0 2. ( 1 9 5 9).

4 1. H a k e e m, A. K. A., R e n u k a, P., G a n es h, N. V., K al ai v a n a n, R. a n d G a n g a, B.: I nfl u e n c e of

i n cli n e d L or e nt z  f or c es o n b o u n d ar y l a y er fl o w of Cass o n fl ui d o v er a n i m p er m e a bl e

A C C E P T E D M A N U S C RI P T



2 9  

str et c hi n g s h e et wit h h e at tr a nsf er. J o ur n al of M a g n eti s m a n d M a g n eti c M at eri als 4 0 1, 3 5 4-

3 6 1( 2 0 1 6).  

4 2. M. Q. Br e wst er, T h er m al r a di ati v e tr a nsf er a n d pr o p erti es, J o h n Wil e y S o ns, N e w Y or k,

1 9 9 2.

4 3. B ej a n, A.: E ntr o p y g e n er ati o n mi ni mi z ati o n. N e w Y or k, C R C Pr ess, ( 1 9 9 6).

4 4. R a ni, H. P., J a n ar d h a n a R e d d y, G. a n d  Ki m, C. N.: Tr a nsi e nt a n al ysis of diff usi v e c h e mi c al

r e a cti v e s p e ci es f or c o u pl e str ess fl ui d fl o w o v er v erti c al c yli n d er. A p pli e d M at h e m ati cs

a n d M e c h a ni cs E n gli s h E diti o n 3 4, 9 8 5 -1 0 0 0 ( 2 0 1 3).

4 5. G n a n es w ar a R e d d y, M.: R a di ati o n eff e cts o n M H D n at ur al c o n v e cti o n fl o w al o n g a v erti c al

c yli n d er e m b e d d e d i n a p or o us m e di u m wit h v ari a bl e s urf a c e t e m p er at ur e a n d

c o n c e ntr ati o n. Fr o nti ers i n H e at a n d M ass Tr a nsf er ( F H M T), 5( 4), 1- 9, ( 2 0 1 4).

4 6. G n a n es w ar a R e d d y, M.: C h e mi c all y r e a cti v e s p e ci es a n d r a di ati o n eff e cts o n

M H D c o n v e cti v e fl o w p a st a m o vi n g v erti c al c yli n d er. Ai n S h a ms E n gi n e eri n g J o ur n al, 4,

p p. 8 7 9 – 8 8 8 ( 2 0 1 3).

4 7. G n a n e s w ar a R e d d y, M. a n d B h as k ar R e d d y, N.: T h er m al r a di ati o n a n d m ass tr a nsf er

eff e cts o n M H D fr e e c o n v e cti o n fl o w p ast a v erti c al c yli n d er wit h v ari a bl e s urf a c e

t e m p er at ur e a n d c o n c e ntr ati o n. J o ur n al of N a v al Ar c hit e ct ur e a n d M ari n e E n gi n e eri n g,

J u n e, 6, p p. 1- 1 5( 2 0 0 9).
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T a bl e 1.  Gri d i n d e p e n d e n c e t est f or s el e cti n g m es h si z e. 

T a bl e 2.  Gri d i n d e p e n d e n c e t est f or s el e cti n g ti m e st e p si z e. 

Gri d si z e  A v er a g e s ki n -fri cti o n c o effi ci e nt 

(𝑟 𝐵 )  f or  ɛ 0  = 1 , Pr = 0. 7 1, M  = 1. 0, 

N = 1. 0  a n d   = 1. 0.  

A v er a g e N uss elt n u m b er ( 𝑇 𝑡 )  
f or  ɛ 0  = 1 , Pr = 0. 7 1, M  = 1. 0, N 
= 1. 0  a n d   = 1. 0.  

2 5 ×  1 2 5  1. 0 4 5 0 3 3 0  0. 5 6 2 6 0 1 2  

5 0 ×  2 5 0  1. 0 4 5 7 0 4 0  0. 5 6 5 1 3 3 0  

1 0 0 ×  5 0 0  1. 0 4 6 2 8 5 0  0. 5 6 7 5 1 9 2  

2 0 0 × 1 0 0 0  1. 0 4 6 2 9 8 0  0. 5 6 7 5 2 4 5  

Ti m e 
st e p si z e      

(∆ 𝑇  ) 

A v er a g e s ki n -fri cti o n c o effi ci e nt ( 𝑡 𝑇 )  

f or  ɛ 0  = 1, Pr = 0. 7 1, M  = 1. 0, N = 1. 0 
a n d   = 1. 0.  

A v er a g e N uss elt n u m b er ( 𝑤 𝑇 ) f or  ɛ 0  
= 1, Pr = 0. 7 1, M  = 1. 0, N = 1. 0 a n d   
= 1. 0.  

0. 5  1. 0 4 6 2 9 3 0    0. 5 6 7 5 1 4 4  

0. 1  1. 0 4 6 3 2 4 0   0. 5 6 7 4 9 6 5  

0. 0 8  1. 0 4 6 3 3 0 0  0. 5 6 7 4 9 3 5  

0. 0 5  1. 0 4 6 3 1 4 0    0. 5 6 7 5 0 2 2  

0. 0 2  1. 0 4 6 3 0 1 0    0. 5 6 7 5 0 9 5  

0. 0 1  1. 0 4 6 2 8 5 0  0. 5 6 7 5 1 9 2  
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T a bl e 3. T h e  ti m e r e q uir e d f or v ari o us v ari a bl es  U, θ,  Ns &  B e  t o att ai n t h e t e m p or al p e a k a n d 

t h e ti m e-i n d e p e n d e nt st at e; t h e p e a k v el o cit y f or v ari o us β , ɛ 0 , M , N , ɛ 1 Θ − 1  a n d Gr  wit h  Pr =

0. 7 1  f or ( a) C ass o n fl ui d; & ( b) N e wt o ni a n fl ui d . 

           ɛ 0  
(M = N = Gr = 1. 0 ) 

T e m p or al p e a k ti m e ( t) of 

U ( 1, 4. 0 3)  θ ( 1, 1. 3 4)  Ns ( 1, 2. 10) B e ( 1, 2. 10)  

St e a d y -st at e 
ti m e (t) 

   P e a k v al u e at X = 1. 0  
        U           Ns    B e  

( a) C ass o n fl ui d
0. 2      1. 0
0. 5       1. 0      
1. 0      1. 0
1. 0      2. 5        
1. 0      4. 5  

 8. 3 4     8. 0 8          0. 3 8  
 7. 0 7         6. 7 6          0 . 3 8 
 6. 5 3         6. 1 6          0. 3 8  
 6 .4 1         6. 1 4          0. 3 8 
 6 . 26         6. 0 9          0. 3 8 

  2 2. 7 0  
  2 3. 2 0  
  2 3. 6 8  
  2 3. 3 5  
  2 2. 9 2  

       0. 2 2 0 3  0. 4 0 5 2  
       0. 2 8 1 1     0. 4 5 3 4  
      0. 3 1 3 7    0. 4 8 1 6  

       0. 3 2 3 5     0. 3 1 3 0  
       0. 3 3 7 5     0. 2 4 5 2  

0. 2       1. 0
0. 5      1. 0      
1. 0       1. 0
1. 0      2. 5        
1. 0      4. 5  

  8. 3 2
7. 0 2  
6. 4 4  
6. 2 3  
6. 3 5  

1 1. 3 9  
1 5. 2 9  
1 8. 4 9  
1 6. 9 4  
1 8. 7 2  

   0. 0 6 4 2  
   0. 0 6 6 9  
 0. 0 6 8 1  
0. 0 7 1 8          
0. 0 7 7 4          

M        N  
(ɛ 0 = Gr = 1. 0 ,   =  ) 
1. 0    0. 2  
2. 0    0. 2     
3. 0    0. 2
1. 0    0. 4  
1. 0    0. 5        

  5. 3 3          5. 1 3          0. 1 3         1 0. 6 7
0. 1 3         1 5. 2 9  
0. 1 3         1 9. 5 9  

 5. 6 7          5. 5 0         0. 2 2         1 6. 9 4  
 5. 7 7          5. 7 3         0. 2 5         1 8. 7 2  

1 3. 3 5
1 6. 1 8
1 9. 5 9
1 6. 9 4
1 8. 7 2  

 0. 3 8 6 5   1. 0 9 1 7     0. 0 8 5 9  
     0. 2 5 5 8     0. 9 5 4 7      0. 0 4 7 9  

  0. 1 9 0 1     0. 8 8 2 0    0. 0 3 2 1  
  0. 3 5 2 8     0. 7 3 2 4    0. 0 7 7 6  
  0. 3 4 2 4     0. 6 5 3 5       0. 0 7 5 1  

𝑟 𝐵 Θ − 1  Gr
( = ɛ 0 = M = N = 1. 0 ) 
0. 3      1. 0  
0. 5      1. 0  
1. 0     1. 0  
 0. 1    1. 5  
 0. 1    2. 5  

6. 9 8
6. 9 5
6. 8 7
6. 9 4
6 .5 8           

2 3 .6 8  
2 3 .6 8               
2 3 .6 8  
2 3 .4 0               
2 3 .4 2  

 0 . 6 1 7 8      
 0 . 7 5 4 0     
 1. 0 9 4 5  

     0 . 4 2 4 6     
     0 . 5 1 9 2 

𝑇 𝑡 Θ − 1  Gr
( = ɛ 0 = M = N = 1. 0 ) 
0. 3      1. 0  
0. 5      1. 0  
1. 0   1. 0  
 0. 1    1 .5  
 0. 1    2 .5  

6. 4 4  
6. 4 4  
6. 4 4  
6. 3 6   
6. 1 4   

2 3 .6 8                    
2 3 .6 8               
2 3 .6 8               
2 3 .4 0  
2 3 .4 2  

     0 . 2 0 4 3 
0 . 3 4 0 5 

    0 . 6 8 1 0 
0 . 1 6 0 1 
 0 . 5 1 9 1 

( b) N e wt o ni a n fl ui d

            ɛ 0  
(M = N = Gr = 1. 0 ) 

          1. 0  
          2. 5  
          4. 5  

 5. 4 2         5. 1 8           0. 3 3             6. 0 1  
 5 .5 1        5. 2 9           0. 3 3             6. 0 1  
 5. 5 5         5. 3 4           0. 3 3             6. 0 1  

2 4 . 3 0 
2 4. 0 9  
2 3 .8 2  

    0. 3 7 2 0   0. 5 2 8 2       0. 0 6 1 4  
    0. 3 7 9 8   0. 3 7 5 1         0. 0 6 6 2  
    0. 3 9 0 8   0. 2 9 4 4     0. 0 7 9 2  

  M        N  
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T a bl e 4.  C o m p aris o n b et w e e n ( a) C ass o n fl ui d a n d ( b) N e wt o ni a n fl ui d fl o ws f or v ari o us 

v al u es of β , ɛ 0 , M , N  wit h  r es p e ct t o t h e a v er a g e v al u es of  𝑟 𝐵  a n d 𝑇 𝑡  wit h Pr  = 0. 7 1  & Gr  = 

1. 0 . 

 ( =   , ɛ 0 = Gr = 1. 0 )  

1. 0    0. 2  
2. 0    0. 2     
3. 0     0. 2
1. 0    0. 4  
1. 0    0. 5        

 4 .8 0        4. 6 5           0. 3 3 0. 1 2  
 0. 1 2  0. 1 2  
0. 1 2  0. 1 2  

 5. 0 5       4. 8 2           0. 2 2  0. 1 9  
 5. 2 1       5. 0 6 0. 2 5 0. 2 1  

1 3. 8 1                     
1 6. 2 9               
1 9. 6 6
1 7 .2 9               
1 9. 1 3  

    0. 4 4 4 4     1 .1 5 1 3         0. 0 8 3 5  
    0. 2 8 7 6      0. 9 8 1 9         0. 0 4 5 3  
    0. 2 1 0 5     0. 8 9 6 4         0. 0 2 9 9  
    0. 4 1 1 3      0. 7 8 6 0         0. 0 7 6 9  
    0. 4 0 1 0      0. 7 0 5 2         0. 0 7 4 9  

   ɛ 0   𝑇 𝑡  𝑇 𝑤  

( a) C ass o n fl ui d
 0. 2               1. 0
 0. 5               1. 0      
 1. 0               1. 0
 1. 0       2. 5        
 1. 0          4. 5  

1. 6 9 3 5  
1. 2 5 2 2  
1. 0 4 6 2  
1. 0 6 2 8  
1. 0 8 6 4  

0. 5 1 8 6  
0. 5 4 9 9  
0. 5 6 7 5  
0. 4 9 2 1  
0. 3 8 2 6  

   M      N  
 1. 0    0. 2  
 2. 0    0. 2     
 3. 0    0. 2
 1. 0    0. 4  
 1. 0  0. 5  

1. 1 9 2 2  
0. 9 5 1 4  
0. 8 0 6 7  
1. 1 2 5 7  
1. 1 0 4 9  

0. 4 6 1 1  
0. 4 3 6 2  
0. 4 1 7 6  
0. 5 0 8 8  
0. 5 2 3 9  

( b) N e wt o ni a n fl ui d

   ɛ 0   
   1. 0  
   2. 5  
   4. 5  

0. 7 6 5 1  
0. 7 7 3 2  
0. 7 8 4 6  

0. 5 9 5 6  
0. 5 3 0 5  
0. 4 3 8 6  

 M    N  
 1. 0 0. 2  
 2. 0 0. 2      
 3. 0 0. 2
 1. 0 0. 4  
 1. 0 0. 5         

0. 8 4 9 4  
0. 6 7 2 2  
0. 5 6 6 8  
0. 8 1 1 7  
0 .7 9 9 6  

0. 4 7 4 1  
0. 4 4 5 0  
0. 4 2 3 9  
0. 5 2 7 9  
0. 5 4 5 2  

A C C E P T E D M A N U S C RI P T



3 3  

Fi g.  1 . S c h e m ati c of t h e i n v esti g at e d pr o bl e m. 

Fi g. 2 . C o m p aris o n of fl o w-fi el d v ari a bl e s.  
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( 3 a) 

( 3b)  

Fi g. 3.  Ti m e- d e p e n d e nt v el o cit y pr ofil e (U ) v e rs us ti m e (t) a t t h e l o c ati o n ( 1, 4. 0 3) f or 

t h e eff e ct of ( a)   a n d ɛ 0 ; & ( b) M  a n d N . 

A C C E P T E D M A N U S C RI P T



3 5 

( 4a) 

( 4b)  

Fi g. 4 . Si m ul at e d ti m e-i n d e p e n d e nt st at e v el o cit y pr ofil e (U ) v ers us R  at X  = 1. 0 f or t h e eff e ct 

of ( a)   a n d ɛ 0 ; & ( b) M  a n d N .
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( 5a) 

( 5b)  

F i g. 5. Si m ul at e d ti m e- d e p e n d e nt t e m p er at ur e pr ofil e (θ ) v ers us ti m e (t) at t h e l o c ati o n ( 1, 

1. 3 4 ) f or t h e e ff e ct of ( a)   a n d ɛ 0 ; &  ( b) M  a n d N . 
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( 6 a) 

( 6b)  

Fi g. 6 .  Si m ul at e d ti m e-i n d e p e n d e nt st at e t e m p er at ur e pr ofil e ( θ) v ers us R  at X  = 1. 0 f or t h e 

e ff e ct of ( a)   a n d ɛ 0 ; & ( b) M  a n d N . 
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 ( 7a) 

( 7b)  

Fi g. 7.  A v er a g e m o m e nt u m tr a ns p ort c o effi ci e nt (𝑟 𝐵 ) f or t h e eff e ct of ( a)   a n d ɛ 0 ; & ( b) M  

a n d N.  
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 ( 8a) 

( 8b)  

Fi g. 8 . A v er a g e h e at tr a n s p ort c o effi ci e nt (𝑟 𝐵  ) f or t h e eff e ct of ( a)   a n d ɛ 0 ; & ( b) M  a n d N.  

A C C E P T E D M A N U S C RI P T



4 0  

 ( 9a) ( 9b)  

( 9c)  

Fi g. 9 . T h e tr a nsi e nt e ntr o p y g e n er ati o n n u m b er (N s ) ag ai nst ti m e  (t) f or t h e eff e ct of ( a)   

a n d ɛ 0 ; ( b) M a n d  N; & ( c) 𝑟 𝐵 Θ − 1  a n d  Gr .
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( 1 0 a) ( 1 0b)  

( 1 0c)  

Fi g. 1 0 . T h e st e a d y-st at e e ntr o p y g e n er ati o n n u m b er (N s ) ag ai nst R  at X  = 1. 0 f or diff er e nt 

v a l u es of ( a)   a n d ɛ 0 ; ( b) M a n d  N; & (c) 𝑟 𝐵 Θ − 1  a n d Gr .
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( 1 1 a) ( 1 1b)  

( 1 1c)  

Fi g. 1 1 . T h e tr a nsi e nt B ej a n n u m b er ( B e ) a g ai nst ti m e (t) a t t h e p oi nt ( 1, 2. 1 0) f or t h e eff e ct 

of ( a)   & ɛ 0  ; ( b) M a n d  N ; & ( c)𝑟 𝐵 Θ − 1  a n d Gr .
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( 1 2 a) ( 1 2 b) 

 ( 1 2c)  

Fi g. 1 2.  T h e st e a d y-st at e B ej a n n u m b er ( B e ) a g ai nst R  f or t h e eff e ct of ( a)   & ɛ 0  ; ( b) M a n d  

N ; & ( c) 𝑟 𝐵 Θ − 1  a n d Gr .
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( 1 3 a) 

( 1 3b)  
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( 1 3c)  

Fi g. 1 3.  Si m ul at e d st e a d y- st at e e ntr o p y li n es (N s ) i n 2 D c o or di n at e s yst e m (X , R ) f or v ari o us 

v al u es of ( a)  β  a n d ɛ 0 ; ( b) M  a n d N ; & ( c) 𝑟 𝐵 Θ − 1  a n d  Gr .
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( 1 4 a) 

( 1 4b)  
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( 1 4c)  

Fi g. 1 4.  Si m ul at e d st e a d y- st at e B ej a n li n es (B e ) in 2 D c o or di n at e s yst e m ( X , R ) f or v ari o us 

v al u es of ( a)  β  a n d ɛ 0 ; ( b) M  a n d N ; &  ( c) 𝑟 𝐵 Θ − 1  a n d  Gr .
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Fi g. 1 5. Ti m e -i n d e p e n d e nt st at e c o nt o urs of v el o cit y ( U ) a n d t e m p er at ur e (θ ) wit h fi x e d 

v al u es of Pr = 0. 7 1 , ɛ 0  = 4. 5  a n d M  = N  = Gr  =  1. 0 f or ( a) C ass o n fl ui d ( β  = 1. 0); & ( b) 

N e wt o ni a n fl ui d ( β  = ∞ ). 
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Hi g hli g hts 

 H y dr o m a g n eti c C ass o n fl ui d fl o w o v er a r a di ati v e c yli n d er h as b e e n st u di e d.

 E ntr o p y  a n d B ej a n li n es ar e dis c uss e d f or diff er e nt v al u es of c o ntr ol p ar a m et ers .

 A v er a g e m o m e nt u m a n d h e at tr a ns p ort c o effi ci e nt s h a v e b e e n c o nsi d er e d.

 E ntr o p y g e n er ati o n u ps ur g es wit h C ass o n fl ui d p ar a m et er a n d Gr as h of n u m b er.

 F l o w-fi el d pr ofil es f or C ass o n fl ui d diff ers wit h t h e N e wt o ni a n fl ui ds.
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